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 الوحدة الأولى: ) الاقترانات(

 العلاقة: هً أي مجموعة من الازواج المرتبة .

 تسمى مجموعة المساقط الاولى للأزواج المرتبة فً العلاقة مجال العلاقة، 

فً العلاقة مدى العلاقة.تسمى مجموعة المساقط الثانٌة للأزواج المرتبة   

  مثال )0(: لتكن العلاقة ع = { )2،0(، )5،3(، )8،4(،)5، 01( }

  {  0 ،3 ،4 ،5 } المجال =    

  {        ،   ،   ، } المدى =    

الاقتران:   هو علاقة بٌن عناصر مجموعتٌن، بحٌث ٌرتبط فٌه كل عنصر من عناصر 

المجموعة الثانٌة.المجموعة الأولى بعنصر واحد فقط من عناصر   

 *المجموعة الأولى تسمى المجال )Domain( والمتغٌر فٌها ٌسمى المتغٌر المستقل 

Range( والمتغٌر فٌها ٌسمى المتغٌر التابع ) *المجموعة الثانٌة تسمى المدى  

ف الاقتران من أ           ب  ) حٌث أ، ب مجموعتان(وقد ٌعر    

ب المجال المقابل ، وتكون صور العناصر تحت  تسمى المجموعة أ المجال، والمجموعة 

المجال المقابل. الاقتران تسمى المدى. أي أن المدى تأثٌر   

 مثال )2(: ألاحظ العلاقات الآتٌة الممثلة، وحدد أي منها تمثل اقترانا :

س      ص                  س        ص                  س         ص    
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 الحل : 

---------------( : لٌست اقترانا لأن 0العلاقة فً الشكل )  

---------------------( : اقترانا لأن 2العلاقة فً الشكل )  

( :3العلاقة فً الشكل )  

 مثال )3(:

           { 1 ،0 ،2  ،3 ،4 ،5 ،6 ،7 }،        ،   ب =  { 1 ،0 ،2 ،3 } إذا كانت أ =   

0س + 2بحٌث ق)س( =        ب      وكانت ق : أ         

 حدد كل مما ٌلً : مجال الاقتران، المجال المقابل ، المدى .

  الحل : مجال الاقتران =  {1، 0، 2 ، 3}

{     ،    ،    ،       ،    ،    ، }   المجال المقابل =         

{      ،     ،     ،     }   المدى =         

 سؤال :   أي من العلاقات الاتٌة تعد اقترانا  وأٌها لا ٌعد اقترانا  وإذا كانت اقتران اكتب 

 المجال والمجال المقابل والمدى.

س           ص                 س           ص                  س           ص   
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 أنواع الاقترانات:

(اقترانات جبرٌة : كثٌرات الحدود ، متعددة القاعدة، القٌمة المطلقة، أكبر عدد صحٌح، 0

الجذرٌة. الاقتراناتالاقترانات النسبٌة ،   

غٌر جبرٌة : الدائرٌة ) المثلثٌة( ، الأسٌة ، اللوغارٌتمٌة . ( اقترانات2  

 

وسوف نتناول فً هذه الوحدة بعض من  كثٌرات الحدود) الخطً والتربٌعً(  ، الاقترانات 

 النسبٌة، والاقترانات الأسٌة واللوغارٌتمٌة.

 اقتران كثٌر الحدود : 

وٌتكون من حد جبري  أو مجموع هو اقتران معرف على ح او أي مجموعة جزئٌة من ح، 

عدة حدود جبرٌة، وتكون فٌه أسس المتغٌر اعدادا  صحٌحة غٌر سالبة، ونعبر عن كثٌر 

 الحدود بالصٌغة الآتٌة:

  
1 2 k 1 k k

0 1 2 k 1 k kH s H 000 s H s H s H 

            ق)س( = 

أعدادا حقٌقٌة وتسمى معاملات كثٌر الحدود ق)س(.   k H  ،11111 2H،1H،0H  

.أعدادا صحٌحة غٌر سالبة  1،  0،  111،  2 –، ن  0 -ن، ن   

 ملاحظة : درجة كثٌر الحدود هً أكبر أس للمتغٌر فٌه.

 مثال)4(: مٌز الاقترانات كثٌر الحدود مما ٌلً :

59 s15 s2    ق)س( = ( 0

 كثٌر حدود من الدرجة الخامسة 

1
3 s s6   ( ق)س( =2

3( ق)س( = 3  

3
4 21 s s  ( ق)س( =4   
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 مثال )5(:

4 2 31
23 s5 s s9     ق)س( = لتكن  

4H،3H ،2H،1H،0H جد   

  =9              3H     =-3              ، 0H 

   =-5              4H = صفر            ،       1H 

1
2  = 2H  

 مثال )6( : لٌكن ق)س( = 2س +  4

  = صفر 4س + 2اذا كان ق)س( = صفرا  ، فان 

4 -س = 2                                     

2 -س =                                       

صفرا للاقتران ق 2 -نسمً س =   

   ، جد صفر الاقتران
218 s2   مثال )7( : إذا كان     ر )س( =  

= صفر 
218 s2 الحل :         

  =18
2s2 

     =9
2s         

         

3-،  3،، للاقتران صفران هما :  3-أو  3س =   
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 سؤال :  جد أصفار الإقترانات الآتٌة:

س7 – 3( ق)س( = 0  

214 s5 s    ( ق)س( =2

24 s   ( ق)س( =3

  

سؤال :  بالاعتماد على التمثٌل البٌانً للاقتران ق)س( فً المستوى الدٌكارتً فً الشكل 

 المجاور ، جد ما ٌلً: 

( نقطة تقاطع المنحنى مع محور الصادات0  

( نقطة تقاطع المنحنى مع محور السٌنات2  

( صفر الاقتران ق)س(3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل : 1(نقطة تقاطعه مع محور الصادات هً )1، 2(

(1، 0-( نقطة تقاطعه مع محور السٌنات هً ) 2          

0-( صفر الاقتران = 3          
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 مراجعة بسٌطة للمحاضرة السابقة

الاقتران هو علاقة ٌرتبط كل عنصر فً مجالها بعنصر واحد فقط فً مداه. *  

هً * اذا كان الاقتران معرف بالصورة ق)س( = ....... ، فإن المجال هو قٌم س والمدى 

 قٌم الصور لعناصر المجال.

* طرٌقة لاختبار العلاقة كونها اقترانا  أم لا  هً اختبار الخط المستقٌم ) بٌانٌا (، بحٌث نرسم 

خطا عمودٌا موازٌا لمحور الصادات وٌقطع منحنى العلاقة التً نرٌد اختبارها موضحة 

 بالأشكال أدناه:

 

 

 

 

 

(2الشكل )                                            (                     0الشكل )  

 

(  بما ان خط الاختبار المرسوم موازٌا لمحور الصادات )باللون الاحمر( قد 0فً الشكل )

 قطع المنحنى فً نقطة واحدة، هذا ٌعنً ان العلاقة اقترانا .

الصادات قد قطع المنحنى ( نرى أن خط الاختبار المرسوم موازٌا لمحور 2بٌنما فً الشكل )

 فً أكثر من نقطة، هذا ٌدل على أن العلاقة لٌست اقترانا .
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 من اقترانات كثٌرات الحدود :

   ) Linear Function  (  ًاولا : الاقتران الخط 

تعرٌف : كل اقتران على الصورة ق)س( = أس + ب، بحٌث أ ، ي أعدادا  حقٌقٌة ،    

صفر ، ٌسمى اقترانا  خطٌا .   أ   

 مثال )0(: مٌز الاقترانات الآتٌة، أٌها خطً أو لا:

، )اقترانا خطٌا ، لأنه على الصورة ق)س( = أس+ ب ( 0س +3ق)س( =   

، ) لٌس اقترانا  خطٌا  ، لأنه لٌس على الصورة أس + ب(
2s6 هـ)س ( =   

 )                                                              ( ،
5

3 s   ع)س( = 

      )                                                          (
1 s3
5


  ك)س( =  

 

 مثال)2( :  أمثل الاقتران ق)س( = 3س + 0 فً المستوى الدٌكارتً.

الحل : لتمثٌل الاقتران الخطً بٌانٌا ، نعٌن نقطتٌن على الأقل تنتمٌان للاقتران على المستوى 

 الدٌكارتً، ثم أصل بٌنهما بخط مستقٌم.

0 1 -0  س 
4 0 -2 ق)س( ص=   

أعلاه، نجد صور قٌم س فً الصف الاول تحت تأثٌر  لتعبئة الصف الثانً فً االجدول

 الاقتران ق)س(:

(2-، 0-، تمثل بالنقطة ) 2-=  0+ 0-*  3( = 0-ق)  

(0،  1، تمثل بالنقطة ) 0 =  0+  1*  3( = 1ق)   

( 4،  0، تمثل بالنقطة ) 4=  0+  0*  3( = 0)ق  

ط مستقٌم.ثم أعٌن النقاط أعلاه على المستوى الدٌكارتً ، وأل بٌنها بخ  
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 ملاحظة 

) تسمى القٌمة للاقتران الناتجة عن تعوٌض قٌمة س = صفر ، بالمقطع الصادي، وهً * 

 القٌمة التً ٌقطع عندها خط الاقتران محور الصادات .

عدة الاقتران، تقع على الخط المستقٌم الذي * جمٌع الازواج المرتبة )س، ص( التً تحقق قا

الاقتران. ٌمثل  

 مثال)3(: أمثل الاقتران ق)س( = س بٌانٌا  

(2باتباع نفس الخطوات االسابقة الواردة فً المثال )  

0 1 -0  س 
0 1 -0  ص= ق)س( 

بٌانٌا  ونصل بٌنها بخط مستقٌم.( 0، 0( ، )1، 1( ، )0-، 0-نعٌن النقاط )  
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 تعرٌف: ق)س( = س ٌسمى اقترانا محاٌدا   وهو حالة خاصة من الاقتران الخطً. 

عن محور السٌنات  45ل وٌمٌل بزاوٌة صتمثٌله بٌانٌا هو خط مستقٌم ٌمر بنقطة الا

 الموجب

 اشارة الاقتران الخطً:

، وتكون اشارة الاقتران 1لتحدٌد اشارة الاقتران الخطً فإننا نجد جذر المعادلة اس + ب = 

ارة أ على ٌسار الجذرشوعكس اارة أ على ٌمٌن لجذر، لإشمشابهة   

f
H


جذر الاقتران =   

 

نفس اشارة أ                    عكس اشارة أ                          

                       
f
H


                                                

   تعرٌف: ٌسمى الاقتران ق : ح             ح حٌث ق)س( = ب ، ب  ح ، اقترانا ثابتا .

 مثال )4(: اذا كان ق)س( = 3 ، مثل ذلك الاقتران بٌانٌا  

على وحدات للأ 3الحل: لتمثٌل الاقتران الثابت نرسم خطا ٌوازي محور السٌنات وٌبعد عنه   
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 مثال )5(:   مثل الاقتران ص = س + 3 بٌانٌا  باستخدام المقطع الصادي والسٌنً .

3فً الاقتران ومنه نحصل على ص =  1الحل: نجد المقطع الصادي بتعوٌض س =   

( بٌانٌا3، 1ومنه نمثل الزوج المرتب )  

ونمثل  3-فً الاقتران ومنه نحصل على س =  1ثم نجد المقطع السٌنً بتعوٌض ص = 

( بٌانٌا 1، 3-الزوج المرتب )   

 ونصل بخط مستقٌم بٌن النقطتٌن 

 

 

 

 

 

 

 

 سؤال :  ماذا ٌمثل الاقتران ق)س( = 1 فً المستوى الدٌكارتً؟

  سؤال : أمثل الإقترانات الآتٌة بٌانٌا:

س2 – 0( ق)س( = 0  

3-( ق)س( = 2  
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 الاقتران التربٌعً:

 ، حٌث أ، ب ، جـ أعدادا حقٌقٌة، 
2[ sf sH    تعرٌف: ٌسمى كثٌر الحدود ق)س( = 

.، اقترانا  تربٌعٌا  1     أ            

 ، أوجد
22 s s     مثال)0(:  لٌكن ق)س( = 

(2-(، ق)2( ، ق)1-(، ق)1(، ق)0ق)  

ملاحظة :) إذا لم ٌتم تحدٌد المجال فً السؤال، ٌعتبر المجال مجموعة الاعداد الحقٌقٌة ح، 

أما مدى الاقتران فٌكون مجموعة جمٌع القٌم لصور عناصر المجال تحت تأثٌر قاعدة 

 الاقتران(

 التمثٌل البٌانً للاقتران التربٌعً:

، نتبع الخطوات الآتٌة:
2s= )مثال )2(: لتمثٌل الاقتران ق)س   

نأخذ قٌم مختارة لـ س ونجد صورها تحت تأثٌر قاعدة الاقتران حسب الجدول الاتً: (0  

-2  -1  س 0 1 2 
 ص=ق)س( 0 1 4 1 4

 

(2،4-(، )0،0-(، )2،4(، )0،0(، )1،1على الازواج المرتبة الآتٌة : ) ونحصل (2  

( نقوم بتعٌٌن الازواج المرتبة بنقاط على المستوى الدٌكارتً.3   

  ( نصل بٌنها بمنحنى4
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قطعا  مكافئا . 
2s ٌسمى التمثٌل البٌانً للاقتران ق)س( =     

، نرى ما ٌلً:
2s عند ملاحظة منحنى الاقتران ق)س( =   

أي عند  1(أصغر قٌمة للاقتران هً )صفر( وتسمى القٌمة الصغرى للاقتران عندما س =1

(.1،1النقطة )  

( الاقتران متماثل حول محور الصادات.2  

صفر   ( مدى الاقتران = } ص : ص3  

 )
f
H2( )r

،  
f
H2


( تسمى رأس القطع المكافىء ، وبشكل عام = ) 1،1( النقطة )4  

   بٌانٌا   مثال)2(:  أمثل الاقتران التربٌعً ق)س( =

0- = 
2
2

 =

f
H2

  الحل: 0( أجد الاحداثً السٌنً لراس القطع المكافىء س= 

(4-،0-نقطة رأس القطع المكافىء هً )                 4-( = 0-= ق)  
f
H2( )r

جد أ( 2  

 =1
23 s2 s                   1أجد اصفار الاقتران بجعل ق)س( = (3

1( = 0 –() س 3) س +                                                               

                 3-س =                 1( = 3إما ) س +                                    

0س =                 1( = 0 –أو  ) س                                      

(1،  0( ، ) 1، 3 -نقاط تقاطع المنحنى مع محور السٌنات )               

(4 -،  0 -( ، )  1،  0( ، ) 1،  3 -النقاط )( نعٌن 4  
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 نلاحظ ما ٌلً : 

موجب فان منحنى الاقتران مفتوح للأعلى، أما إذا كان  
2s    ( إذا كان معامل0

        

سالبا  فان منحنى الاقتران مفتوحا  للأسفل.             
2s معامل                       

هً القٌمة الصغرى للاقتران  4-( = 0-( ق)2   

 - 4 }    ( مدى الاقتران = } ص : ص3

) وبشكل عام س = الاحداثً  0 -( معادلة محور التماثل للقطع المكافىء هً س = 4

 السٌنً لراس القطع المكافىء(

 بٌانٌا .
2s12 s3    مثال )3(: أمثل الاقتران ق)س( = 

 =2
f12

6 H2
     أجد الاحداثً السٌنً لراس القطع المكافىء س=( 0

(02-،2نقطة رأس القطع المكافىء هً )               02-( = 2= ق  
f
H2( )r

جد أ( 2  

 =1              
2s12 s3             1أجد اصفار الاقتران بجعل ق)س( = (3 

1( = 4 –) س  س3                                                              

                 1س =                 1=  س3         إما                                   

4س =                 1( = 4 –أو  ) س                                      

(1،  4( ، ) 1، 1نقاط تقاطع المنحنى مع محور السٌنات )              

(02 -،  2( ، ) 1،  4( ، ) 1،  1( نعٌن النقاط )4  
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 مثال )4(: من الشكل المجاور أجد : 

(0-، 2-:  ) (احداثٌات راس القطع المكافىء0  

3-،   0-:  ( أصفار الاقتران2  

  2 -: س =  ( معادلة محور التماثل3

0-:  ( القٌمة الصغرى للاقتران4  

( 2،  1: ) ( احداثٌات نقطة نقاطعه مع محور الصادات5  

-0}     = } ص : ص مدى الاقتران (6

 ** تعمٌم : التمثٌل البٌانً لأي اقتران تربٌعً هو قطعا مكافئا  

استخدام التحوٌلات الهندسٌة لتمثٌل الاقترانات التربٌعٌة بٌانٌا  بالاعتماد 
2s= )على منحنى  ق)س  

   مثال )5( : مثل الاقترانات التربٌعٌة الآتٌة بٌانٌا  

              
22 s ( ق)س( = 0   

     
21 s ( ق)س( = 2   

) )
f
H2

، ق)

f
H2

  الحل : 0( رأس القطع المكافىء )

صفر=    
f
H2

  

( 2،  1راس القطع المكافىء )                2( = 1ق)  

لا ٌوجد جذور لهذه المعادلة فً ح               1=  
22 s ( أصفار الاقتران :2  

للمنحنى مع محور الصادات.لان الممٌز سالب ، لذلك لا ٌوجد نقاط تقاطع   

 1    أ( الاقتران مفتوح للأعلى لان 3
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21 s ( ق)س( =2  

 ) )
f
H2

، ق)

f
H2

  الحل : 0( رأس القطع المكافىء )

(0-،  1المكافىء )رأس القطع            0-( = 

f
H2


 ق)               1=        

f
H2


  
 

( 0 –() س 0) س +              1=  
21 s ( اصفار الاقتران :2  

السٌنات نقاط تقاطع المنحنى مع محور                0-، 0أصفار الاقتران هً       

    (0 ،1( ، )- 0  ،1)  

1  ( منحنى الاقتران مفتوح للأعلى لأن أ3  

   

 

 

 

 
2s  هو انسحاب للاقتران التربٌعً ق)س( = 

2k s    تعمٌم : الاقتران التربٌعً 

بمقدار )ن(  

وحدة باتجاه محور الصادات الموجب إذا كانت )ن( موجبة، وباتجاه محور الصادات السالب 

  إذا كانت )ن ( سالبة



 

16 
 

تٌة بٌانٌا :( مثل الاقترانات الآ6مثال )  

2 (2 s) ( ق)س( = 0    

2 (1 s)    ( ق)س( = 2 

24 s4 s  =
2 (2 s)  الحل :  ق)س( =

 ) )
f
H2

، ق)

f
H2

  الحل : 0( رأس القطع المكافىء )

(1،  2-رأس القطع المكافىء )           1( = 

f
H2


ق)                2-=        

f
H2


  
 

( 2+ () س 2) س +              1=  
24 s4 s  : اصفار الاقتران( 2  

تقاطع المنحنى مع محور السٌنات  طةنق              2- هو صفر واحد =أصفار الاقتران     

    (-2 ،1 )  

1  أ   ( منحنى الاقتران مفتوح للأعلى لأن3  

=1 
2 (2 0) ص =             1= ( نقطة تقاطع النحنى مع محور الصادات ، نجعل س 4  

( نقطة تقاطع المنحنى مع محور الصادات  4،  1)                      

 1 }  ( مدى الاقتران = } ص : ص5  

2-( محور التماثل س = 6  
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2 (1 s)    ( ق)س( = 2 

 بإعادة نفس الخطوات السابقة بالفرع الاول نجد ما ٌلً :

(1، 0رأس القطع المكافىء هً )  نقطة إحداثٌات (0  

(1،  0السٌنات )( نقاط تقاطعه مع محور 2  

 1  ( منحنى الاقتران مفتوح للأعلى لأن أ3  

  (0،  1( نقطة تقاطع المنحنى مع محور الصادات ) 4

 1 }  ( مدى الاقتران = } ص : ص5  

 
2s (s)r هو انسحاب للاقتران   

2 (l s)   تعمٌم  : الاقتران ق)س( =  

بمقدار )م( وحدة باتجاه محور السٌنات الموجب إذا كانت )م( سالبة ، وباتجاه محور 

.السٌنات السالب إذا كانت )م( موجبة   

+ 2 بٌانٌاً.
2 (1 s)   مثال )7( : مثل الاقتران ق)س( =

 الحل : باعتماد التعمٌمٌن السابقٌن وباستخدام التحوٌلات الهندسٌة بالنسبة لمنحنى  

 الى الٌمٌن وحدة واحدة ثم    
2s (s)r ، نقوم بانسحاب منحنى 

2s (s)r  

.انسحاب للأعلى بمقدار وحدتٌن  

 (1،1(                       )0 ،1 )
2s (s)r   رأس القطع المكافىء للاقتران  

(  نقطة رأس القطع المكافىء للاقتران المعطى 2،  0)                                     

 

=1
22 (1 0)  فً قاعدة الاقتران  1نقطة تقاطعه مع محور الصادات ، نعوض س =  

،  

(3،  1نقطة تقاطعه مع محور الصادات )                      3=  2+  0=   

انسحاب للٌمٌن 

( وحدة0)  

 انسحاب للأعلى وحدتٌن
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2s (s)r  اللون الاحمر 

2 (1 s) ق)س( = اللون الاخضر  

+2
2 (1 s) ق)س( = اللون الازرق  

 مثال ) 8(:  مثل الاقترانات الآتٌة بٌانٌا 

 

                          
2s3 ق)س(=        

2s2 ق)س(=           
2s ق)س( = 

  

 

 

 

 نلاحظ أن المنحنى ٌكون متسعا اكثر كلما كانت ) أ ( أصغر 

 سؤال :  حدد مدى كل من الاقترانات الاتٌة مستخدما التمثٌل البٌانً :

25 s ( ق)س( =0   

    
2s 4 ( ق)س( = 2   
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 الاقتران النسبً:

 اقترانا نسبٌة ، بحٌث 
(s)i

(s)g    تعرٌف: ٌسمى الاقتران المكتوب على صورة ق)س( = 

هـ)س(، ل)س( اقترانا كثٌرا حدود ، مجاله هو )ح( ما عدا أصفار الاقتران                   

المقام ) ل )س( (.                 

 مثال)0( : أمٌز الاقترانات النسبٌة من الآتٌة:

(كثٌرا حدود اقتران نسبً لان كل من البسط والمقام)  5-،  5   2  ، س
4 s3
5 s



( ق)س( = 0   

 2 )                                           (    س،    
2 s
2 s

      ( ق)س(  =  2    

  1      )                                           (   ، س        
5

1 s ( ق)س( = 3   

 مثال )2(: ما مجال كل من الاقترانات النسبٌة الآتٌة:

              2
3 s

6 s5 s


 
 ( ق)س( =  2                          

24 s3
6 s2

 (ق)س( = 0   

 الحل:  1( لاٌجاد مجال الاقتران ق)س( نجد أصفار المقام أولا

لاٌجاد أصفار المقام نجعل المقام ٌساوي صفرا       

3-س =              6-س = 2                 1=  6س + 2             

{ 3-}  –المجال = ح            أصفار المقام –مجال الاقتران ق)س( هو ح          

2
3 s

6 s5 s


 
(ق)س( =2

       
 

1(=2-()س3-)س            1=  
26 s5 s  نجد أصفار المقام                   

2س =            1( = 2-أو   )س       3س=              1( = 3-إما )س    

{ 3، 2}  –مجال الاقتران = ح       
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 أصفار الاقتران النسبً : أصفار الاقتران النسبً هً تلك القٌم التً تجعل قٌمة البسط = صفر،

 ولا ٌكون المقام مساوٌا صفرا عندها.

 مثال )2(:  جد أصفار الاقترانات النسبٌة الآتٌة:

 -4 ،0  ، س        2
3 s

4 s3 s


 
(ق)س( = 0   

  3   ، س      
2

3
12 s4 s

27 s

 


( ق)س( =  2   

 0 ،4-  2  ، س 
3 s

4 s3 s


 
  الحل: 0( ق)س( = 

لاٌجاد  

 أصفار الاقتران النسبً، نجعل البسط ٌساوي صفر

3-صفر الاقتران هو               3-س =              1=  3س +    

 -4  ،0  ، س     
2

3
12 s4 s

27 s

 


( ق)س( =  2  

1=  ( 2) س +  (6 –)س = صفر              
212 s4 s    

2 -س =              1=  2أو  س +      6س =                1=  6 –إما     س   

2-،  6أصفار الاقتران هً :                 

2
3

5 s
  سؤال : جد أصفار الاقتران ق)س( = 

 اختصار الاقترانات النسبٌة : 

(: أكتب الاقترانات الآتٌة بأبسط صورة :0مثال )  

2

2
6 s s

15 s8 s
 

 
(ق)س( = 0   

 الحل: نحلل البسط ونحلل المقام ونقوم باختصار العوامل المشتركة بٌنهما
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وهذه أبسط صورة      
(2 s)

(5 s)



      = 
(2 s)(3 s)

(5 s)(3 s)

 

  =ق)س(    

2 3

2
3 s2 s3 s2

1 s
  


  ( ل)س( = 2 

 الحل : نحلل المقدار الاسهل وهنا هو المقام )س – 0 ( ) س + 0 (

(0-العامل ) س نحاول اٌجاد احد عوامل البسط من خلال عوامل المقام ونجرب مثلا   

1=  3 – 2 – 3+  2فً البسط : ٌكون الناتج  0نعوض س =   

( عامل من عوامل البسط ، حتى نجد العامل الاخر نقوم بعملٌة 0 –هذا ٌعنً ان ) س 

 القسمة التركٌبٌة 

ثابت         س      
2s         

3s   

     2             3           -2          -3  

                    2            5          3  

     2              5            3          0  

 )
23 s5 s2  وبذلك ٌكون العامل الثانً للبسط هو)     

  

2(3 s5 s2)

(1 s)

 

     =

2(3 s5 s2)(1 s)

(1 s)(1 s)

  

  = ل)س(     

لنتأكد ان  

( عامل من عوامل البسط بتعوٌض0هذه الصورة أبسط صورة نتأكد فٌما إذا كان )س+  

، هذا ٌعنً أن  1=  3+  5-+  2=  3( + 0-)5( + 0)2فً البسط ،  0-س =   

( عامل من عوامل البسط ، وبما ان البسط عبارة تربٌعٌة نقوم بتحلٌلها 0)س +   

، وهذه هً أبسط صورة  3س + 2=   
(3 s2)(1 s)

(1 s)

 

   ل)س( =    

1 
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 بأبسط 
3

2
8 s
2 s



  مثال )3(: اكتب الاقتران ق)س( =  

 الحل : نقوم بتحلٌل البسط كعبارة فرق بٌن مكعبٌن ، والمقام كعبارة فرق بٌن مربعٌن 

) البسط هو عبارة أولٌة (  
24 s2 s

2 s
 

      = 

2(4 s2 s)(2 s)

(2 s)(2 s)

  

  ق)س( =     

. لذلك هكذا ٌكون ق)س( بأبسط صورة  

  

  بأبسط صورة.
2

2 3
6 s5 s

3 s5 s3 s
 

  
    سؤال : أكتب الاقتران ق)س( = 

 

 تمثٌل الاقترانات النسبٌة 

H
(s)i[   أولا : تمثٌل االاقتران النسبً على صورة ق)س( =

بصورتٌن : الصورة بٌانٌاٌكون تمثٌل الاقتران بهذه   

  أو                                                   إما                 

   

 

 

 

 

)الٌمٌن( نعتمد الشكل الاول                موجبةإذا كان اشارة الثابت )فً البسط(  *  إشارة س     

) الٌسار( نعتمد الشكل الثانً               سالبةإذا كان اشارة الثابت )فً البسط(  *  إشارة س     

لاولا  

 الثالث

 الثانً

 الثالث
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= ) صفر الاقتران الخطً، الثابت المطلق( نقطة التماثلونحدد   

  بٌانٌا ،  المجال = ح – }1{
1
s    مثال )0( :مثل الاقتران  ق)س( = 

 الحل: اشارة الثابت )فً البسط( *  اشارة س =  +   *    +   =  + 

  ) فً الربع الاول والثالث( نعتمد الشكل الاول فً التمثٌل                   

(1،  1نقطة التماثل ) صفر الاقتران الخطً، الثابت المطلق( = )   

                                                   

      

 

 

 

 

 بٌانٌا .
1
s3   مثال )2( : مثل الاقتران هـ)س( =  

 الحل: اشارة الثابت )فً البسط( *  اشارة س =  +   *    +   =  + 

نعتمد الشكل الاول فً التمثٌل ) فً الربع الاول والثالث(                      

(3،  1نقطة التماثل ) صفر الاقتران الخطً، الثابت المطلق( = )   

                                                   

      

 

 

 

لاولا  

 الثالث

(1،1نقطة التماثل )  

لاولا  

 الثالث

(3، 1)نقطة التماثل   

3 
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  بٌانٌا .
3
s

  مثال )3(:  مثل الاقتران ق)س( =

 الحل: اشارة الثابت )فً البسط( *  اشارة س =  -   *    +   =  - 

نعتمد الشكل الثانً فً التمثٌل ) فً الربع الثانً والرابع(                      

(1،  1ق( = ) نقطة التماثل ) صفر الاقتران الخطً، الثابت المطل  

                                                   

      

 

 

 

 

1
2 s    مثال )4( : مثل الاقتران هـ)س( = 

 الحل: اشارة الثابت )فً البسط( *  اشارة س =  +   *    +   =  + 

نعتمد الشكل الاول فً التمثٌل ) فً الربع الاول والثالث(                      

(1،  2-نقطة التماثل ) صفر الاقتران الخطً، الثابت المطلق( = )   

                                                   

      

 

 

 

 

 الثانً

 الرابع

(1، 1)نقطة التماثل   

لاولا  

 الثالث

(1، 2-)نقطة التماثل   

-2  
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 الاقتران الأسً: 

 تعرٌف : ٌسمى الاقتران اقترانا  أسٌا ، إذا كان على الصورة :

    0 f     ، 1 f      بحٌث    
(s)g[ (f)H ق)س( =     

  0     أ،      ح  ل)س( اقتران خطً ،  وكل من أ ، س     

 

 مثال )0( : أي من الاقترانات الآتٌة اقتران أسً ؟

) اقتران أسً(  
s2 ( ق)س( =  0     

(1>  3-) لٌس اقترانا أسٌا لان ب =   
s (3 )    ( هـ)س( =  2  

) لٌس أسٌا  لأن الأس لٌس متغٌرا (   
2s    ل)س( =   (3  

 اقترانا أسٌا( )   
s 1

6( )     ( م)س( = 4 

اقترانا أسٌا ()   
1 s15

    ( ك)س( =5 

 (والاس لٌس متغٌرا    
1
2 s   = s s لٌس اقترانا أسٌا لأن)     ق)س( = ( 6       

) لٌس اقترانا أسٌا لأن الأس لٌس متغٌرا(  
57 s ( هـ)س( = 7     

 

 ملاحظة : ) مجال الاقتران الأسً هو مجموعة الاعداد الحقٌقٌة ح ( 
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 تمثٌل الاقترانات الأسٌة :

 بٌانٌا  
s2  = )مثال )2( : مثل الاقتران ق)س  

الحل:  نتبع الخطوات المعتادة لرسم أي اقتران فً المستوى الدٌكارتً، وذلك بتكوٌن جدول 

وتعٌٌنها بٌانٌا  ٌحتوى على قٌم لـ س وصورها تحت تأثٌر قاعدة الاقتران المعطى ق)س(

 ورسم المنحنى بتوصٌل النقاط.

-2  -0  س 3 2 0 1 
1
4  

1
2  ص=ق)س( 8 4 2 0  

 

  =0
02  (  = 1، ق)                8=     

32 =  (3ق)   

    1

11 1
2 2

2  = (0-، ق)                4=   
22 =    (2ق)   

  2

21 1
4 2

2  ( = 2-،  ق)              2=   
12 (  =  0)ق   

 

 

 

 

 

 

 

 

، نلاحظ ما ٌلً:
s f سً على شكل ق)س( =ٌل البٌانً لمنحنى الاقتران الأثمن التم    
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.( مدى الاقتران هو مجموعة الأعداد الحقٌقٌة الموجبة ح+1  

.(0، 1( منحنى الاقتران ٌقطع محور الصادات فً النقطة )2  

.متزاٌدان رقٌم ص ، أي أن الاقت تزدادقٌم س  زادتلما ك( 3  

( المنحنى لا ٌقطع محور السٌنات.4  

s 1
2(    مثال)3(:  مثل بٌانٌا هـ)س( =  (

 الحل:  بنفس الخطوات فً المثال السابق ٌنتج أن:

-2  -0  س 2 0 1 
4 2 0  

1
2    

1
4  ص=ق)س(  

 

  =0
0 1
2 (  =  1ق)     

    
            
    

11

1 1

11 12
21 2

2




   =  (0-، ق)      
1
4    =

2 1
2 =    (2ق)   

  2

21 1
4 2

2   ( = 2-،  ق)           
1
2      =

1 1
2 (  =  0)ق   
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s 1

2(  هو انعكاس لمنحنى الاقتران هـ)س( = (
s2= )ملاحظة : منحنى الاقتران ق)س  

فً محور الصادات.                 

0>  ب>  1عندما   
s 1

2( ) التمثٌل البٌانً للاقتران هـ)س( =من    

مدى الاقتران هو مجموعة الأعداد الحقٌقٌة الوجبة : ح+.(0  

.(0، 1( منحنى الاقتران ٌقطع محور الصادات فً النقطة )2  

.متناقصقٌم ص ، أي أن الاقتران  تقلقٌم س  زادت( كلما 3  

( المنحنى لا ٌقطع محور السٌنات.4  

 

 ملاحظة :) بمكن تطبٌق جمٌع التحوٌلات الهندسٌة على الاقتران الأسً عند الرسم( .

+ 2 بٌانٌا   
s    مثال )4( : أمثل الاقتران ق)س( = 3

s   الحل:  حسب التحوٌلات الهندسٌة ، نرى أن الاقتران ق)س( هو انسحاب للاقتران  3

 وحدتٌن للأعلى

ومنه نقوم بانسحاب للمنحنى وحدتٌن الى الاعلى 
s 3 لذلك نرسم منحنى الاقتران     
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 هل ٌقطع الاقتران السابق محور السٌٌنات ؟ الجواب لا 

0 -
s  ملاحظة:  لكن لو اخذنا الاقتران ق)س ( =3

 هل ٌوجد قٌمة لـ س تجعل الاقتران ٌساوي صفرا ؟

00 1 1 1 3      فإن 1الجواب نعم ، فعندما س= 

(1،1اذا هذا الاقتران ٌقطع محور السٌنات فً النقطة )  

) ،1= ح  ، المدى ح+ = )لمجال ا    

 ، جد مدى الاقتران.
s 1

33 ( )    مثال:  إذا كان الاقتران ق)س( = 

وهل ٌقطع المحنى محور السٌنات؟                 

  
s 1

3(    الحل: بطرٌقة بسٌطة وسرٌعة وبالاعتماد على الاقتران (

 والتحوٌلات الهندسٌة، نقوم بما ٌلً:

(3نطرح )(   ،   1وهو كما ذكر سابقا  : )  
s 1

3( ) نجد مدى الاقتران   (0  

) ، 3 -)  ٌكون مدى الاقتران ق)س( المعطى فً المثال هومن حدود الفترة للمدى ،    

)   (-3  ،    1، وبما ان  1( ٌقطع المنحنى محور السٌنات عندما ص = 2

             

المنحنى ٌقطع محور السٌنات                  

  
(s)g[ (f) H     إذا كان ق)س( =  بشكل عام   

تعنً أن المنحنى فوق محور السٌنات   أ+            

تعنً أن المنحنى تحت محور السٌنات    أ -           
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 كما فً االأشكال الآتٌة 

                                                                         

                                       

أو                                            

المنحنى فوق                           

السٌناتمحور                           

                    )  ،  0المدى:  ح + = )                           

 أما إذا كانت 

 

المنحنى تحت                          

                                                محور السٌنات                         

                                       

أو                                            

 

،0                     )                    -=) -المدى: ح                        

 

 أما إذا كان + جـ : ٌعنً نرفع المنحنى للأعلى

جـ  : ٌعنً ننزل المنحنى للاسفل. -إذاكان        
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 مثال : جد مدى الاقترانات الآتٌة وهل تقطع محور السٌنات :

) فوق محور السٌنات، المدى = ح+ ، ولا ٌقطع محور السٌنات( 
s 1

2( )2 ( ق)س( = 0 

، ولا ٌقطع محور السٌنات( -، المدى ح)تحت محور السٌنات
1 s (2)2

   ( هـ)س( =2

)  + )4 (:4،   ،1)فوق محور السٌنات، المدى ) 
2 s4 (2)

   ع)س( =( 3 

ٌقطع محور السٌنات( لا أي انه                                                     

)                                                               (
1 s 1

23 ( )
 ك)س( =  (4  

 الاقترانات اللوغارٌتمٌة:

 ** مراجعة اللوغارٌتمات وعلاقتها بالأسس:

 مثال)0(:  أكتب الصٌغة اللوغارٌتمٌة المقابلة للصورة الأسٌة الآتٌة:

 

                                73 (343)               
3343 (7) 0)  

 

) الصٌغة اللوغارٌتمٌة(                ) الصٌغة الأسٌة(         

                    
1

243 35 ( )                   
51

243 (3)
 2 )   

    f, (u)                          
,u f 3 )   

     s0 (1)                            
01 s     4 )  

s1 (s)                            
1s s 5 )  

 الناتج

 الأس

 الأساس
 الناتج

 الأساس

 الأس
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  ملاحظة :) فً المثال السابق رقم )4( + رقم )5( ٌمكن تعمٌمها لتصبح قاعدة (

 سؤال :  حول الى الصٌغة الأسٌة:

33 (27) 0 )   

  12 9(3) 2)   

   1
81 34 ( )   3)   

  

 

 مثال )2(: جد ناتج ما ٌلً:

          3(81) 1)  

4

3 34 1 4 (3) 4 ( 3)     = 3(81)   الحل: 

2(0,5) 2)  

1 1
22 2 2 21 1 1 (2) 1 (2) ( ) (0,5)

         الحل: 

 3(729) 3)  

 4(256) 4 )  

 طرٌقة أخرى لاٌجاد قٌمة لوغارٌتم: 

3s  نحولها ،  (81) (81)3             نفرض أنها = س،     1)  

        4س=              
4 s3 3           

s81 3 ٌغة الأسٌة فتصبح          للص   

  تعمٌم: )     (
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 الاقتران اللوغارٌتمً:

  0 s  ،1 h  ، 0 H h(s) ، حٌث     تعرٌف: الاقتران على الصورة ق)س( = 

ا  .ٌسمى اقترانا أسٌ              

 مجاله :  ح+ ، الا اذا تم تحدٌده بمجموعة جزئٌة من ح+

 

 تمثٌل الاقتران اللوغارٌتمً :

[9،  0]  س ، (س)3   مثال)3(: ارسم منحنى الاقتران ق)س( =  

  الحل :  عند اختٌار قٌم س من المجال المعرف علٌه الاقتران وهو[0  ،9]

 نختار الارقام التً ٌسهل اٌجاد اللوغارٌتم عندها 

 19  1
3  س 0 3 9  

-2  -0  ق)س( 1 0 2 
 

1 1
33 31 1 1 ( 3) ( )

       = ) 
1
3 ق) ،         30 (1)    ( =0ق)

2

2 1 1
93 3 33

2 1 2 ( 3) ( ) ( )
        = )

1
9 ق) ،     31 (3)   ( =3ق) 

2

3 3 32 1 2 (3) 2 ( 3) (9)     ( = 9ق)  
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 ملاحظات على المنحنى : 

:  المعطى فً السؤال = المجال  

لان المجال محدد فالمدى سوف ٌكون محددا   :المدى   

حأما اذا لم ٌكن المجال محددا ، فالمدى =             

(1،  0: )نقطة تقاطعه مع ممحور السٌنات   

: لا ٌقطع محور الصادات نقطة تقاطعه مع محور الصادات   

: متزاٌد ) لانه كلما زادت قٌم س ، تزداد قٌم ص ( الاقتران  

 

 ملاحظات عامة على خصائص منحنى الاقتران اللوغارٌتمً:

لاٌجاد مجال الاقتران اللوغارٌتمً )اذا لم ٌكن محددا(:( 0  

(1نحل المتباٌنة ) ما داخل اللوغارٌتم <      

 مثلا  فً السؤال السابق : 

1س <   

1س =   

                          ++++++++++++++++----------------------------  

 

)   ، 1المجال هنا ) 

( المدى ؛ ح ، الا اذا حدد المجال فً السؤال 2  

1( المقطع السٌنً للاقتران اللوغارٌتمً : نجعل ق)س( = 3  

0س =             
03             30 (س)   مثلا السؤال السابق :  

(1، 0نقطة تقاطع المحنى مع محور السٌنات )                0المقطع السٌنً =   

 عكس اشارة س نفس اشارة س
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1( لاٌجاد المقطع الصادي للاقتران اللوغارٌتمً :  نجعل س = 4  

، هذا ٌتعارض مع تعرٌف الاقتران اللوغارٌتمً ، لا ٌجوز ان      3(0) ( =1ق)   

ٌكون ما داخل اللوغارٌتم = صفر                                  

لا ٌوجد مقطع صادي.                     

قٌم )س( زدٌادقٌم) ص( لا ازدادتا ، اذا متزاٌد( ٌكون الاقتران 5  

قٌم )س( زدٌادقٌم) ص( لا قلت، اذا متناقصا( ٌكون الاقتران 6  

1
3

(س)    مثال )4(: ارسم منحنى الاقتران 

 الحل :   نختار قٌم س من ضمن ح+ بحٌث نستطٌع اٌجاد قٌمة اللوغارٌتم لها.

9 3 0 1
3    1

9  س  

-2  -0  ق)س( 2 0 1 
 

   =2 1 2  1
3

1
3( ) 2 =  1

3

2 1
3( ) =  1

3

1
9( )  = ) 

1
9 ق)    

  =  0           1
3

1
3( )   = ) 

1
3    ق) 

 =1 1
3

(1) ( =0ق)   

= س                     1
3

(3) 1 نفرض                
3

(3)   ( = 3ق) 

0-س =             
1 1

3( )
     =

س 1
33                                    

  
1 1

9( )


=  
س 1

3                   
س 1

39                1
3

(9) ( = 9ق)      

   2-س =              
2 1

3( )
= 2

1 1
3

( )
= 

س 1
3   
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 المجال : ح+

 المدى : ح

 الاقتران متناقص )                                               (

 المقطع الصادي : لا ٌوجد مقطع صادي

(0،1المقطع السٌنً : )  

فان الاقتران متزاٌد 0( اذا كان أساس اللوغارٌتم )أ( < 0ملاحظة :   

    متناقصتران فان الاق 0 >)أ(  > 1اذا كان أساس اللوغارٌتم                 

حول محور السٌنات.   1
3

(س) (س)3 انعكاس لمنحنى      ( منحنى2

  

(س_2)3 ، وحدد المجال .    مثال)   ( : ارسم ق)س( = 

2س =               0=  2 –س               0<  2-لتحدٌد المجال : س  

          +++++++++++++++++-----------------------------  

2 
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) ،  2المجال )     

1
92   1

32  س 3 5 11  

-2  -1  ق)س( 0 1 2 
    

 

 

 

 

  

 

 

 المدى : ح

 الاقتران متزاٌد

(3،1المقطع السٌنً : )  

 المقطع الصادي : لا ٌوجد

 مثال ) ( :  حدد المجال والمدى للاقترانات اللوغارٌتمٌة الاتٌة:

00 )
2

(س4   ق)س( =  

  =0 
211 س ومنها نجعل   0< 

211 س     الحل : لاٌجاد المجال : 

 عبارة مكونة من مجموع مربعٌن : لا تحلل ، أي لا ٌوجد لها جذور حقٌقٌة

 

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++  

  نفس اشارة    
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 المجال : ح

 المدى : ح

(12 – س
2

(س7   ( ل)س( = 2

               0< 12 –+ س 
س2   

3أو س =    4-(            س =  3 –( ) س  4= ) س +  1=  02 –س + 
 س2

 

  +++++++++++++++------------------------   ++++++++++++++  

 

 

  ،-4)    (-  )    ، 3المجال : )  

 المدى : ح

س(  42)     + 0( م)س( = 3 

2س =              0س =  – 2            0س <  – 2الحل :   

 

 

 -------------------------------------   +++++++++++++++++++++++  

 

  ،2 )    -المجال )  

 المدى : ح

اشارة  عكس نفس اشارة  نفس اشارة   

3 -4  

2 

اشارة  عكس نفس اشارة   
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 الاقترانات المثلثٌة :

ى ) دائرة الوحدة (الدائرة التً مركزها نقطة الاصل وطول نصف قطرها وحدة واحدة تسم*   

تعرٌف:  إذا قطع ضلع الانتهاء للزاوٌة هـ فً الوضع القٌاسً دائرة الوحدة فً النقطة 

 )س،ص( فانه ٌمكن تعرٌف الاقترانات المثلثٌة :

 1  ، س    
ص
س جا هـ = ص   ،    جتا هـ = س     ، ظا هـ =       

.وتسمى الاقترانات المثلثٌة الأساسٌة للزاوٌة هـ   

 ملاحظة :   بما أن النقطة )س،ص( تقع على دائرة الوحدة 

 1     ص     1         ،-1  س                -1     

           -     

1 جتا هـ     1       ،-1  جتا هـ                 -1    

 مثال )0(: أجد قٌمة الاقترانات المثلثٌة للزواٌا الربعٌة الآتٌة :

                1  ،91   ،081   ،271     ،361  

الحل :   ضلع انتهاء الزاوٌة التً قٌاسها 1 ، ٌقطع دائرة الوحدة فً النقطة )0 ، 1(، وٌنتج : جا 1 = 

  1=  1، ظا  0=  1، جتا  1

(،0،  1، ٌقطع دائرة الوحدة فً النقطة ) 1انتهاء الزاوٌة التً قٌاسها ضلع   

قٌمة غٌر معرفة   91، ظا  1=  91، جتا  0=  91وٌنتج : جا    

(،1،  0-، ٌقطع دائرة الوحدة فً النقطة ) 081ضلع انتهاء الزاوٌة التً قٌاسها   

1=  081، ظا  0-=  081، جتا  1=  081وٌنتج : جا    

(، 0-،  1، ٌقطع دائرة الوحدة فً النقطة ) 271اء الزاوٌة التً قٌاسها ضلع انته  

قٌمة غٌر معرفة  271، ظا  1=  271، جتا  0-=  271وٌنتج : جا   

(،1،  0، ٌقطع دائرة الوحدة فً النقطة ) 361ضلع انتهاء الزاوٌة التً قٌاسها   

1=  361، ظا  0=  361، جتا  1=  361وٌنتج : جا    
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 )
1
2   ،

3
2 مثال)2(: اذا قطع ضلع الانتهاء الزاوٌة التً قٌاسها هـ دائرة الوحدة فً النقطة  أ ) -  

  فان:

) لأن جا هـ = الاحداثً الصادي للنقطة أ (    
1
2 جا هـ =   

هـ = الاحداثً السٌنً للنقطة أ(  ) لأن جتا 
3
2   -جتا هـ = 

   
1

3


=  

2
3


   
1
2   =

3
2 -  1

2    =
w
s ظا هـ =    

   ملاحظة :  

 

من المستوى. الرابعاو الربع  الأولاذا وقعت النقطة أ فً الربع  )س( موجبة* تكون اشارة   

من المستوى. الثانًاو الربع  الأولاذا وقعت النقطة أ فً الربع  )ص( موجبة* تكن اشارة   

وبشكل عام اذا كانت هـ زاوٌة فً الوع القٌاسً، وكانت النقطة أ )س، ص( تقع على ضلع 

، ص( عن نقطة الأصل = ر ، فان : انتهائها ، وكان بعد النقطة أ )س  

أ) س، ص(                                                              
w
v   جا هـ =  

ص                                                        
s
v   جتا هـ =  

   س         و                                                  1  ، س   
w
s   ظا هـ =  

 مثال )3(: فً الشكل المجاور أجد قٌم الاقترانات المثلثٌة جا هـ ، جتا هـ ، ظا هـ 

    13 =4 9  =
2 2(2) (3 )    الحل:   ر =  

  
2
3  ،     ظا هـ = 

3

13


 ،     جتا هـ = 

2

13
جا هـ =    

     

 تتحدد اشارة الاقترانات المثلثٌة للزاوٌة هـ حسب الربع الذي تقع فٌه

ه

ه

 ر

(-3 ،2)  



 

41 
 

  بعض القوانٌن للتذكٌر 

جا أ جتا أ  2أ = 2جا   

    
2H 1     = 

21 H     =
2 2H H    أ =2جتا 

2 21 H H    

 

ملاحظة : * زاوٌة اسناد  الزاوٌة )هـ( : هً الزاوٌة الحادة الناتجة عن اتحاد ضلع انتهاء 

 الزاوٌة ومحور السٌنات 

، * قٌم الاقترانات المثلثٌة لزاوٌة الاسناد هً ذاتها قٌم الاقترانات المثلثٌة للزاوٌة الأساسٌة

بٌنما تتحدد اشارة تلك القٌم حسب موقع ضلع انتهاء الزاوٌة ) أي ربع من المستوى 

  ٌكارتً(.الد

 قٌاس الزاوٌة جا س جتا س ظا س
1

3
   32  

1
2   31 

0 1

2
 1

2
  45 

 3  
1
2  3

2  61 

 

 

 

 

 

  

 

 

 جا +

 جتا +

 ظا +

 جا +

-جتا   

-ظا   

-جا   

 جتا +

-ظا   

-جا   

-جتا   

 ظا +
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 مثال )4( :  جد قٌمة ما ٌلً :

(021(  جا )0  

 الحل : الزاوٌة فً الوضع القٌاسً والتً قٌاسها 021 تقع فً الربع الثانً 

موجبة 021اشارة جا   

61=  021 – 081زاوٌة الاسناد =   

3
2 =  61=  جا  021جا    

240( جتا 2  

 الحل : الزاوٌة فً الوضع القٌاسً والتً قٌاسها 241 تقع فً الربع الثالث 

سالبة  241ا تاشارة ج  

61=  081 – 241زاوٌة الاسناد =   

1
2   -=  61ا تج -=  241ا تج 

  30-( جا 3

 الحل : الزاوٌة -30 = 330

تقع فً الربع الرابع  331الزاوٌة فً الوضع القٌاسً والتً قٌاسها   

سالبة  331= جا  -اشارة جا   

31=  331 – 361زاوٌة الاسناد =   

1
2   -=  31جا  -=  31-جا  

 

 ملاحظة : بشكل عام       جا – هـ = - جا هـ 

هـهـ = جتا  –جتا                                
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 تمثٌل الاقترانات المثلثٌة :

 مثال )5(: مثل الاقتران ق)س( = جا س بٌانٌا 

 الحل: 

2    3
2
     2

   1 
2
       س  

1 -0  1 0 1 -0  ق)س( 1 
 

   

 

 

 

           2
 

                    2

                  

3
2


     2   

   

 

 خصائص منحنى الاقتران ق)س( = جا س :

2 ٌكرر نفسه فً فترات متساوبة طول كل منها منحنى الاقتران ق)س( = جا س( 0   

    2 ولذلك تسمى هذه الاقترانات اقترانات دورٌة ، ومقدار دورة هذا الاقتران   

0> ص >  0-مجاله : ح ، والمدى ( 2  

0-، أصغر قٌمة هً  0( أكبر قٌمة للاقتران هً 3  

أصغر قٌمة له -( سعة الاقتران =     أكبر قٌمة له  4     

         

                            =0                   
1 1
2


سعة الاقتران جا س  =                 

( منحنى الاقتران ق)س( = جا س متماثل حول نقطة الأصل .5   

0 

-0  

2 
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 مثال )6(: أمثل الاقتران ق)س( = جتا س بٌانٌا .

 الحل:

2    3
2
     2

   1 
2
       س  

0 1 -0  1 0 1 -0  ق)س( 
 

   

 

 

 

          2
 

                    2

                  

3
2


     2   

   

 

 خصائص منحنى الاقتران ق)س( = جتا س :

2 ٌكرر نفسه فً فترات متساوبة طول كل منها ا ستمنحنى الاقتران ق)س( = ج( 0   

    2 ولذلك تسمى هذه الاقترانات اقترانات دورٌة ، ومقدار دورة هذا الاقتران   

0> ص >  0-مجاله : ح ، والمدى ( 2  

0-، أصغر قٌمة هً  0( أكبر قٌمة للاقتران هً 3  

أصغر قٌمة له -( سعة الاقتران =     أكبر قٌمة له  4     

         

                            =0                   
1 1
2


سعة الاقتران جا س  =                 

. محور الصاداتا س متماثل حول ت( منحنى الاقتران ق)س( = ج5   

 

0 

-0  

2 
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 مثال )7(: مثل الاقتران ق)س( = ظا س بٌانٌا .

 الحل:

2
  

 3
2
     2

   1 
2
     

  
 س

 ق)س( 1 قٌمة غٌر معرفة 1 قٌمة غٌر معرفة 1 قٌمة غٌر معرفة 1
 

   

 

 

 

          2
 

                      2

                  

3
2


     2   

   

 

 خصائص منحنى الاقتران ق)س( = ظا س :

ص {  ، والمدى ح   ن    ، حٌث 
k
2


} –مجاله : ح ( 1   

. نقطة الاصلا س متماثل حول تمنحنى الاقتران ق)س( = ج (2  

   

 

 

 

 

 

0 

-0  
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  الوحدة الثانٌة:  النهاٌات 

 ** مفهوم النهاٌة والبحث فٌها عند نقطة :

المثال التالً حتى ٌتضح لنا مفهوم نهاٌة اقتران عند نقطة معٌنة  لنأخذ  

2     مثال )0(: ماذا ٌحدث لقٌم الاقتران ق)س( = } س + 2  ، س 

    2،  س  =         5                                                                    

.2عندما تقترب قٌم س من العدد                    

  الحل :  عندما تقترب قٌم س من العدد 2، هذا ٌعنً أن س2 وانما س عدد أصغر

          

بمقدار صغٌر جدا .           2بمقدار صغٌر جدا ، أو عدد أكبر من العدد  2من العدد           

أن س تقترب            2وأخذت قٌم س تزداد لتقترب من العدد  2 لذلك : إذا كانت س >   

من جهة الٌسار . 2من العدد    

أن س تقترب من العدد            2وأخذت قٌم س تقل لتقترب من العدد  2واذا كانت  س < 

من جهة الٌمٌن .                                              2  

وعلى ٌساره ونرى قٌم الاقتران عندها كما فً  2لنحدد قٌما لـ )س( على ٌمٌن العدد          

 الجدول:

  

 س 2.10 2.110 2.1110 --- 2 --- 0.9999 0.999 0.99
 ق)س( 4.10 4.110 4.1110  5  3.9999 3.999 3.99

                          

  

بٌانٌا  :إذا قمنا بتمثٌل هذا الاقتران   

(1)بجعل ق)س( =  2-اقتران خطً         المقطع السٌنً لمنحناه: س=  2س+  

( 1)نجعل س =  2المقطع الادي لمنحناه : س =                                  

4 
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                                                      4  

                                                         

   

                   

                                   2  

          

( من جهة الٌسار تقترب قٌمة ق)س( من 2نلاحظ أنه كلما اقتربت قٌم )س( من العدد ) 

(4العدد )( من الٌمٌن تقترب قٌم ق)س( من 2(، وكلما اقتربت قٌم )س( من العدد )4العدد )  

تعرٌف:   إذا كان ق)س( اقترانا  معرفا  بجوار العدد )أ(، وكانت قٌم ق)س( تقترب من العدد 

ن جهة الٌمٌن، فإن نهاٌة م)ل( كلما اقتربت قٌم )س( من العدد )أ( من جهة الٌسار و

 الاقتران ق)ٍس( عندما تقترب )س( من العدد )أ( تساوي )ل( وٌعبر عن ذلك رٌاضٌا  :

   
H s

g (s)r


                          

تعمٌم : 0( إذا كان س عددا أقل من العدد أ بمقدار صغٌر جدا ، تسمى النهاٌة فً هذه 

H s

(s)r
 

:      لة النهاٌة من جهة الٌسار وتكتب رٌاضٌا  على النحوالحا   

  اما إذا كان س عدداُ أكبر من العدد أ بمقدار صغٌر جدا ، تسمى النهاٌة فً هذه الحالة    

H s

(s)r
 

النهاٌة من جهة الٌمٌن وتكتب رٌاضٌا على النحو :            

موجودة ، ٌجب أن تكون :    
H s

(s)r


حتى تكون     ( 2  

       
H s

(s)r
 

          =
H s

(s)r
 
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ري أن ٌكون ق)س( معرفا عند س = أ ، ولٌس من الضر   
H s

(s)r


( لاٌجاد  3  

وانما ٌجب أن ٌكون ق)س( معرفا  بجوار العدد أ         

2 s

(s)r


    مثال)2( :  بالاعتماد على الشكل المجاور ، أجد     

4 = 
2 s

(s)r
 

    ،   2  = 
2 s

(s)r
 

  الحل :   

 

2 s

(s)r
 

   
2 s

(s)r
   

  بما أن 

.                                     غٌر موجودة  
2 s

(s)r


   

0-    ، س   
21 s    مثال )3( :   اذا كان ق)س( = } 

                

    0-،  س <        3س +                                            

   
1 s

(s)r


  ثم أجد أمثل ق)س(  بٌانٌا   

 الى الأعلى بمقدار وحدة واحدة. 
2s   هو انسحاب لمنحنى 

21 s   الحل: منحنى

( 1،  3-( ، ) 3، 1ٌمثل خطا مستقٌما ٌمر بالنقطتٌن ) 3منحنى س +           

) باٌجاد المقطع السٌنً والصادي (            

 

 

6 2 

4 

2 
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: من الرسم ٌظهر أن  

 1 s

(s)r
   


        1 s

(s)r
 

 

2
   1 s

(s)r
                     

 

    مثال )4(:   معتمدا على الشكل المجاور الذي ٌمثل منحنى الاقتران )ل( المعرف على ح 

2 s

(s)g


    جد

 

      2 s

5 (s)g
 

                                    

 

   2 s

0 (s)g
 


 

2 s

(s)g
  

 مثال )5(: معتمدا على الشكل المجاور الذي ٌمثل منحنى الاقتران )ل( جد كل مما ٌأتً 

2 s

(s)g
    

0   )  

        2 s

1 (s)g
 


         

2 s

5 (s)g
 


         

2 s

(s)g
           

هذا ٌعنً أن

 

 =2  

2 

5 

 غٌر موجودة

الحل :  من خلال الرسم نجد 

 

 الحل:

 غٌر موجودة

2 8 

5 

0 
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  مثال )6( : معتمدا على الشكل الذي ٌمثل منحنى ق)س( =                   ،

   جد ما ٌلً :

غٌر موجودة ) لماذا(                       ( 0  

2 )                             =1  

غٌر موجودة                             (3  

غٌر موجودة ) لماذا(                             (4  

  

5)                            =0                            

 الحل : بداٌة لا بد من تحدٌد المجال لان الاقتران جذر تربٌعً ولا بد ان ٌكون 

س          صفر               س         صفر -ما تحت الجذر          صفر               
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 نظرٌات النهاٌات )0(:  

 ، جد                           ق)س( = إذا كان   : مثال  

 الحل : عندما ٌكون الاقتران جذر  : نجد مجال الاقتران :

س         ح                           1                               

 لنعتمد بداٌة  اٌجاد النهاٌة عن طرٌق الرسم ومن ثم ننتقل لكٌفٌة اٌجاد النهاٌة جبرٌا .

 نرسم 

1( = 1ق)  

( = 0ق)   

( = 0-ق)    

                     ==  

فً                   =  0نلاحظ اننا اذا قمنا بالتعوٌض المباشر لقٌمة س =   

0وهً تساوي قٌمة النهاٌة عند س =  

 نظرٌة )0(: 

عددٌن حقٌقٌٌن وكان ق)س( = ب لكل س      ح ، فان :  بأ ،  ( إذا كان 0  

وكان ق)س( =             ،    فإن :ن عدد صحٌح موجب ح ،       أ( اذا كان 2  
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 تفسٌر النظرٌة :

(إذا اقتربنا من العدد س = أ من الٌمٌن فان قٌمة الاقتران تقترب من العدد ب ، وكذلك من 0

 الٌسار .

لـ    س = أ  فً قاعدة الاقتران. ( أي أن النهاٌة هً نتٌجة التعوٌض المباشر 2  

  لماذا ن عدد صحٌح موجب ؟

  1المشكلة عندما أ =  

وهذه كمٌة غٌر معرفة                                           1، ن =      1اذا كانت أ =   

، ون عدد سالب                    1وأٌضا اذا كانت أ =   

وهذه كمٌة غٌر معرفة                                                                            

 لذلك نطبق النظرٌة فقط عندما ن عدد صحٌح موجب.

 نظرٌة )2( :  إذا كان ق ، هـ اقترانٌٌن ، بحٌث أ ، ب ، ج ، م أعدادا حقٌقٌة ، وكان :

،                                             فإن :                                   

0 )  

2 )  

 )3 

 4                                                                                           )  
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5 )                                                                                 

           
6)                                                                         ،  

   صفر  عندما ن عددا زوجٌا(                  ب  بشرط )

     مثال )0( : اذا كان ق)س( =                            ، جد كلا مما ٌلً :

(2( ق)2                                               (0  

 الحل : 0(                           =                                      = 8 + 4 + 5 = 07

07=  5+  4+  8( = 2( ق)2  

 

 

       

  

 مثال ) 2 (:  جد كلا من النهاٌات الآٌة :  

  
2 s

2 s



     

0    )  

1     الحل :    نجد مجال الاقتران : ما تحت الجذر ٌجب ان ٌكون 

0<  2 –س                                     

0س =                                    

                       +++++++++++++--------------------  

صفر     جـ 

 

  

 +5  +  

 

   

 

 تعمٌم :   اذا كان ق اقتران كثٌر حدود ، فان  :
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 2 هو    مجال الاقتران   

   غٌر موجودة  
2 s

(s)r
     

 =0       ، 2 2   =  
2 s

(s)r
 

  

 

     لان 

      

  2 s

(s)r


 

2

2 21 s
4 4 4

s

5 s
5 16 5 s

2 1 1 1 s 1 s
1 s

3 




  

   


    2     )  

 ملاحظة : ) قبل تنفٌذ النظرٌة نتأكد من أنه عند تعوٌض قٌمة أ فً المقام لا ٌساوي صفرا(

 

3 )  

  

 

ملاحظة : ) نتأكد قبل تنفٌذ النظرٌات أنه عند تعوٌض قٌمة أ فً كلا من الاقترانات ٌكون 

 الناتج عدد حقٌقً ((

 

 

غٌر موجودة

 

2معرف عندما س > الاقتران غٌر 
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 مثال )3( :  اذا كان ق)س( = 2س ، هـ )س( =                   ،    ، جد كلا مما ٌلً :

0 )  

    الحل : ق)س ( = 2س          ، هـ )س( = 

s s s s

s (s)i (s)r (s (s)i (s)r)
   

    

 

  
     =2(-2(  +     )  (-8  +-2  (    )-2 =   )  )-4 ( +-01()-2 = )-4 +21  =06 

  

2  )  

 

 3)  

 الحل :  
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 ملاحظة : تقسم النقاط تنتمً الى مجال ق)س( فً                  الى قسمٌن :

نقاط طرفٌة ، وفً هذه الحالة تكون النهاٌة موجودة من جهة واحدة .( 0  

( نقاط داخلٌة وتقسم الى قسمٌن :2  

أ( نقاط تحول : وهً النقاط التً تتغٌر قاعدة الاقتران فً جوارها وفً هذه الحالة نجد        

ومن الٌسار.النهاٌة من الٌمٌن                

ب( لٌست نقاط تحول ، وهً النقاط التً لا تتغٌر قاعدة الاقتران فً جوارها وفً هذه        

بحث النهاٌة فً جوار النقطة .الحالة               

 مثال )4(: جد كلا مما ٌلً :

0)                          

نعٌد تعرٌف الاقتران :

الحل :    

 

3 >،  س    0-= }       3، س >     
(3 s)

(3 s)

 

   ق)س( = }   

       3 <،  س     0            3 <، س     
(3 s)

(3 s)



                  

، سوف نجد النهاٌة من الٌمٌن ومن الٌسار  3بما ان الاقتران ٌغٌر قاعدته عند س =   

   =1     
s

(s)r


   =-1         ،
s

(s)r


  

3  غٌر موجودة  s
3 s

s






          
s

(s)r


      
s

(s)r


بما أن      
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  2                                )  

       الحل :   نعٌد تعرٌف                                      نبحث فً اشارته

                 

20 (2 s)(2 s) 4 s    
         

2-،  2س =                     

                +++++++++++++-------------------   +++++++++++++   

                

فان القاعدة هً                      وهو اقتران كثٌر حدود    - 3عندما س              

5=  4 – 9لذلك                               =                              =   

 

وهً نقطة تحول ٌغٌر عندها الاقتران قاعدته 2، عندما أ =                                  (3  

لذلك نبحث النهاٌة من الٌمٌن والٌسار                                     

                                                           =     =  4 – 4  =1  

  

                                 =                                 =4 – 4  =1  

=  صفر                                  

 

  

  

-2  2 
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 نظرٌات فً النهاٌات)2( :  

 مثال )0(:  جد                              

 الحل :  نعٌد تعرٌف اقتران أكبر عدد صحٌح بالخطوات الاتٌة :

طول الفترة =   -0  

نختار نقطة اسناد تتلاءم مع ما هو مطلوب فً السؤال اٌجاد اكبر عدد صحٌح عندها -2  

ولتكن = صفر        

ملاحظة : -3  

 فان صورة الاعداد الصحٌحة تكون اٌضا للفترة التً) اذا كانت اشارة معامل س موجبة  

بعدها .  أما اذا كانت اشارة معامل س سالبة فان صورة الاعداد الصحٌحة تكون للفترة التً 

 قبلها (

                                          2        0         1  

                                    6         4         2         1  

 

 

 

،  4         ن الٌمٌن لا تساوي النهاٌة من الٌسار عندما سمبما ان النهاٌة   

غٌر موجودة                                           
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ملاحظة: * اذا كان التعوٌض المباشر فً اقتران أكبر عدد صحٌح ٌعطً ناتجا عدد صحٌح 

 فالنهاٌة غٌر موجودة. 

* اذا كان التعوٌض المباشر فً اقتران أكبر عدد صحٌح ٌعطً ناتجا عدد غٌر صحٌح 

 فالنهاٌة موجودة.

 مثال )2(: جد كلا من النهاٌات الآتٌة:

0 )  

 الحل :   اعادة التعرٌف : طول الفترة =  

                                          1        -0         -2  

                                    3         2         0         1  

 

 

 

،  0بما ان النهاٌة من الٌمٌن لا تساوي النهاٌة من الٌسار عندما س           

غٌر موجودة                                          

 

2 )  

 الحل : نقوم باعادة التعرٌف لاقتران أكبر عدد صحٌح
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 طول الفترة =  

                               1      0       2      3                                

                        2                   0                    1  

                                          بما ان معامل س عدد سالب ، فان الاقتران متناقص    

  

 

 

،                    بما ان النهاٌة من الٌمٌن لا تساوي النهاٌة من الٌسار عندما س    

غٌر موجودة                                          

 

 مثال )3( :  اذا كان ق)س( =                    ، أجب عن كل مما ٌلً :

( جد قٌم أ التً تجعل                            غٌر موجودة 0  

( جد قٌم جـ التً تجعل 2  

 الحل :  

 طول الفترة =  

                               -2     -0     1      0                                

                         4       3         2         0         1  

  

  

  

  

0,5 1,5 

0,5 
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( تكون                           غٌر موجودة عند حدود الفترات ، أي عندما0  

 

( تكون                                  عندما  2  

 

 مثال )4(: جد 

 

 الحل : نجد المجال :                                             

،                             غٌر موجودة )لان االاقتران غٌر                                        

(4معرف للقٌم اصغر من                                                                         

غٌر موجودة                                             

 

 مثال )5(:  جد كلا من النهاٌات الآتٌة:

0 )  

 

 الحل : نجد المجال   :                          

5-أو س =   5س =                                                                

 الاقتران معرف فقط عندما  اشارة ق)س( موجبة 

               ++++++++++-------------------  ++++++++++++  

                                  5                      -5  

،                               ) بالتعوٌض المباشر(                                     

 4)  
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) لانها لا تنتمً للمجال (غٌر موجودة                                       

غٌر موجودة                                                      

 

2 )  

ال   المجال   ولٌست نقطة تحول لذلك نجد النهاٌة عندها بالتعوٌض المباشر                  

                

 

 مثال )5  (:  اذا كان ق)س( = }                       ،  

 ،           

 جد 

 الحل: 

 نعٌد تعرٌف الاقتران 

=طول الفترة      

                                                    3       4       5  

                                               3        2       0        1            

 نعٌد تعرٌف الاقتران                     = }                    ،   

  

 ق)س( =

5       4     2-س                                                    

                                               3        2       0        1            

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

  

  



 

63 
 

 

غٌر موجودة                                                                                  

 

 

 مثال )6(:  أجد 

 

    الحل :     نعٌد تعرٌف الاقتران ق)س(

   1(=3()س+3-)س              1 =:                                                ( 0 

  

  

                                     3                      -3           

3-س =                 1=  3 –: س (                        2  

  

3 + س -            3س +  -                 3 –س                    

                                     3                      -3  

                                         

3)                                  +    

                                                            3                       -3  
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 النهاٌات والصورة غٌر المعٌنة )0( :

 سوف نتطرق فً هذا الدرس لحساب النهاٌات للاقترانات الكسرٌة ، وبشكل عام :

اذا كان الاقتران ق)س( =                  ، فانه ٌمكن حساب نهاٌة الاقتران ق)س(    

من خلال التعوٌض المباشر وتكن النتٌجة عندما   س   تقترب من أ  ) حٌث أ عدد حقٌقً( 

 احدى الحالات الآتٌة:

، وهذه القسم تناولناه فً ( عدد حقٌقً ، وٌكون هذا العدد هو قٌمة النهاٌة المطلوبة 0

 الدروس السابقة.

على النظرٌة الاتٌة : ، وهنا نعتمد                                 (2  

 اذا كانت                                  ، حٌث ل عدد حقٌقً ، ل         صفر

                                  

غٌر موجودة                                  فان  وكانت                                 

 

حدى الطرق إ(             ، كمٌة غٌر معٌنة، وفً هذه الحالة  نبحث عن قٌمة النهاٌة ب3

 الاتٌة 

( توحٌد المقامات للكسور 3( الضرب بالمرافق    2(التحلٌل الى العوامل   0  

( الفرض و الاستبدال  4  

 

 ملاحظة :  لماذا ٌعتبر المقدار            كمٌة غٌر معٌنة ؟

مثلا 5الجواب : لانه لو كانت           كمٌة معٌنة او محددة ٌمكن معرفتها ولنفرض انها =   

1=  1، بالضرب التبادلً ٌكون          هذا ٌتضمن  ان                        =        

   1=  1ان             =                    ، بالضرب التبادلً ٌكون  ذلك لو فرضنا وك

.هكذا فانه ٌمكننا فرض انها تساوي أي قٌمة ولذلك فهً قٌمة غٌر معٌنة  
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  مثال )0( : جد                                     

 

فً الاقتران نجد ان النتٌجة =           0الحل : بالتعوٌض المباشر لقٌمة س =   

غٌر موجودة                                                                 

            

 مثال )2(:  جد                                                                                 

 

 الحل: : بالتعوٌض المباشر لقٌمة س = 3  فً الاقتران نجد ان النتٌجة =

غٌر موجودة                                                                           

 

 مثال )3(: جد                

 

الحل : بالتعوٌض المباشر نحصل على نتٌجة            لذلك نحاول معالجة المقدار بإحدى 

 الطرق وهنا سوف تكون التحلٌل الى العوامل لكل من البسط والمقام

                                    =  =  

 

  مثال )4( :   جد 

 

الحل : بالتعوٌض المباشر نحصل على نتٌجة            لذلك نحاول معالجة المقدار بإحدى 

 الطرق وهنا سوف تكون التحلٌل الى العوامل لكل من البسط والمقام

                             =  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  



 

66 
 

 مثال )5(: جد 

 

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج       

     

 

 مثال )6(: جد 

 

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج       

     

 

 

 

 

 مثال )7(: جد              

 

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج       
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استنتاج:                                           ، حٌث ن عدد صحٌح موجب    
                                               

 

 مثال )8(: جد : 

، بالتعوٌض المباشر ٌنتج                                    ( 0  

 

 الحل :                  

 

(0 –) بقسمة كل من البسط والمقام على  س                                  (2  

 

 الحل :    = 

 

            =  

 مثال )9(: جد 

 

   الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج          ، نحلل العوامل للبسط باستخدام القسمة التركٌبٌة  

                                                    

                  0         -5            6           1  

                  1          3            -6          1  

                 0          -2            1  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

  

    
 الثابت

3
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 مثال )01(: 

 

 الحل :  بالتعوٌض المباشر ٌنتج            لذلك نقم بتحلٌل كل من البسط والمقام

                                        

                                                  0      1        -2       1        0              

=                                                1      0        0        -0       -0  

                                                 0       0       -0       -0         1  

 مثال )01(: أجد 

 

الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً نتٌجة         ، لذلك نبحث عن النهاٌة من خلال الضرب 

 بالمرافق

  

 

 

 

 

 مثال )00(: جد 

 

الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً نتٌجة         ، لذلك نبحث عن النهاٌة من خلال الضرب 

 بالمرافق

 

 

  

  

  

  

      
 الثابت  

1 
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 مثال )02(: جد 

  

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج          ولذلك نقوم بالضرب بالمرافق 

 

 

 

 

 

 النهاٌات والقٌمة غٌر المعٌنة )2(

 

 مثال) 0(: جد 

 

 الحل :   التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة 

نجد لذلك نتبع طرٌقة لمعالجة المقدار ، ونلاحظ ان البسط عبارة عن طرح كسرٌن لذلك نقوم 

 ناتج البسط بتوحٌد المقامات للكسور فً البسط
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 مثال )2(:   جد 

 

 الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة  

 

 

 

 

 

 

 مثال )3(:   جد 

 

 الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة  

 

 

 

 مثال) 4(: جد 

 

 الحل :   التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة 
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 مثال )5(:   جد 

 

 الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة  

 

 

 

 

 

 

 مثال )6(:   جد 

 

 الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة             

رض أن نف  

                                  

  2ص                                   7عندما س                           
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 مثال )7(:   جد 

 

 الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة             

رض أن نف  

                                      

  2ص                                   8عندما س                           

      

 

 

 

 

 مثال )8(:   جد 

 

 الحل : التعوٌض المباشر ٌعطً النتٌجة             

رض أن نف  

  0ص                                   1عندما س                           
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 مثال )9( :  اذا كان ل)س( = } 

 

 

موجودة.                                      جد قٌم )ع( التً تجعل   

 

 الحل :  بما ان النهاٌة من موجودة ، هذا ٌعنً ان النهاٌة ن الٌمٌن = النهاٌة من الٌسار 

  

 

 

 

 بما ان النهاٌة من الٌمٌن = النهاٌة من الٌسار                   

     03-ع =                                                        
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 نهاٌات الاقترانات المثلثٌة )0(:

 معتمدا على الشكل المجاور الذي ٌمثل منحنى الاقتران              

 احسب 

 

 

  

       0نلاحظ أن                            =

           

                                       =1  

                                      

                                       =1  

        

     نظرٌة:                        = 1 ، حٌث س زاوٌة بالتقدٌر الدائري .

 

                                                             0=                     واٌضا             

                              

 وبالاعتماد على الاشكال ادناه :

 

 

 

       

  

  

1 
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: من الرسم نلاحظ أن  

                                          ،  

                                           ،  

                                      ،  

 

 تعمٌم :

1)  

 

2 )  

 

( الاعداد الصحٌحة الفردٌة                                                                         (3

    

 مثال )0( :  جد 

الحل: بما أن التعوٌض المباشر ٌعطً اعدادا حقٌقٌة وحسب النظرٌات السابقة ٌمكننا 

 التوزٌع للنهاٌة على الجمٌع 

 

 

 مثال )2( :  جد كل من النهاٌات الآتٌة :

1   )  

 

 الحل :   بالتعوٌض المباشر ٌنتج               لذلك نحتاج لمعالجة المقدار 
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2  )                                                                           

 

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج           ولذلك نحتاج لمعالجة المقدار 

 

 الحل :   بالتعوٌض المباشر ٌنتج               لذلك نحتاج لمعالجة المقدار 

 

                                                                          

 

 

 وبشكل عام: 0(                                بالتعوٌض المباشر النتٌجة 

  

 

 

2 )  

 

 نتٌجة :
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 مثال )3(: جد 

 

  

 

 مثال )4(: جد قٌمة كلا مما ٌلً :

0  )  

 

2)  

 

 الحل :   نفرض أن 

1عندما س                           فان  ص                         

    

 

 

 مثال )5(: جد قٌمة كلا مما ٌلً :

)بالتعوٌض المباشر ٌنتج          (                                                             ( 0

         

 

2 )  

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج                    لذلك نحتاج لمعالجة المقدار 
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 ملاحظة :) نستطٌع توزٌع النهاٌة على البسط والمقام لان التعوٌض فً المقام         1 (

 

 مثال )6(: جد 

 

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج                    لذلك نحتاج لمعالجة المقدار

  بقسمة كل من البسط والمقام على )س(

1       ، وبما ان نهاٌة المقام بالتعوٌض المباشر                                                  

ٌعنً بامكاننا توزٌع النهاٌة على البسط والمقام                                                    
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 نهاٌات الاقترانات المثلثٌة )2(: 

لمعالجة بعض المقادٌر لٌمكن اٌجاد مراجعة لبعض المتطابقات المثلثٌة التً ٌمكن استخدامها 

  بعض النهاٌات المثلثٌة .

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 مثال )0(: جد                                             )بالتعوٌض المباشر النتٌجة          ( 

 

 الحل :  

 

 

 

 

 مثال)2(: جد                                 )) التعوٌض المباشر ٌعطً نتٌجة           ( 

  

  

  

  

  

  

  

  

   

 

  



 

81 
 

 الحل :  نقوم بمعالجة المقدار عن طرٌق الضرب بالمرافق

 

 

 

 

 

 

 

 

 مثال)3(: جد                                 )) التعوٌض المباشر ٌعطً نتٌجة           ( 

 

 الحل :  نقوم بمعالجة المقدار 

 

 

 

 مثال)4(: جد                                 )) التعوٌض المباشر ٌعطً نتٌجة           ( 

 

 الحل :  نقوم بمعالجة المقدار
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  مثال)5(: جد                                 

 

 الحل : بالتعوٌض المباشر ٌنتج 

 

 مثال )6(: جد                              ) التعوٌض المباشر ٌنتج              (     

 

     الحل : 

  

 

 

 

 مثال )7(: جد                              ) التعوٌض المباشر ٌنتج              (     

 

 الحل : 
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 مثال )8(: جد                              ) التعوٌض المباشر ٌنتج              (     

 

 الحل : 

 

 

 

 

 

 

 مثال )9(: جد                              ) التعوٌض المباشر ٌنتج              (     

 

 الحل : 

 

مثال )01(: جد                                           ) التعوٌض المباشر ٌنتج              ( 

     

 

 الحل : 
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مثال )00(: جد                                           ) التعوٌض المباشر ٌنتج              ( 

     

 

 الحل : 
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 الوحدة الثالثة : الاتصال

 مفهوم الاتصال

 من خلال الرسوم أدناه التً تمثل منحنٌات اقترانات مختلفة ، ألاحظ وأجب عن الأسئلة :

ك)س(                           م)س(                       ق)س(       

 

 

 

 

 

3( = 2ك)‘                              0                        (0  

0( = 2،   م )                          0(                        2  

2( = 2(                        غٌر موجودة              ،   ق )3  

 

 نلاحظ أن الاقتران م)س( له خاصٌة مختلفة عن ك)س( ، ق)س(

تعرٌف: اذا كان ق)س( اقترانا  ، أ عددا حقٌقٌا ٌنتمً لمجال ق)س( ، فإن ق)س( متصل 

 عند س = أ إذا كان

( ق)س( معرف عند س = أ0  

  (                                 موجودة كعدد حقٌقً 2

 

(                         = ق )أ(     3  

  

  

 

 

 

وتسمى هذه النقاط الثلاث شروط الاتصال عند نقطة ما 

. 
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 مثال )0(:  جد قٌم  أ   حٌث ق  غٌر متصل عند س =  أ فً الرسومات الاتٌة :

(0)  

 

 

 

 

 

 

 

 

ٌكون عندها الاقتران غٌر متصل من خلال الرسم :نستدل على القٌم التً   

 الفجوات ، القفزات ، الاطراف المقطوعة 

{ 2-،  0-، 2ومنها ٌكون ق غٌر متصل عند أ = }   

(2)  

 

 

 

 

 

{ 0-،  1، 2، 3منها ٌكون ق غٌر متصل عند أ = }   
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 لبحث الاتصال لاقتران معطى عند نقطة أ 

ق)أ(   ( نجد   0  

  غٌر متصلمعرف                  غٌر معرف               

 

 نكمل الحل 

               غٌر متصلغٌر موجودة                                                          

( نجد                                                     2  

نقارن بٌن )          ( و ق )أ(            موجودة                                               

 

غٌر متساوٌتان                         متساوٌتان                                             

                   

        غٌر متصل                                 متصل                                            

 

 مثال )2(:  اذا كان 

0، س =   3( عند س =  سابحث فً اتصال ق )            

 الحل :  عندما س = 3 : 

7( = 3=  = ق)                                                    

3(               الاقتران متصل عند س = 3= ق)      بما ان                  

   

عندما س = 0 :    الاقتران ق )س( غٌر معرف عند س =0              ق)س( غٌر متصل 

0عند س =                                                                                            
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 مثال )3(:  اذا كان ق)س( = }   2 – 3س      ،     س > 2

2،      س =            3-                                           

2،      س <                                                          

2ابحث فً اتصال ق)س( عند س =  

 

 الحل :  س = 2  ) نقطة تحول( 

3- ( =2ق )  

  

 

 

                 

  

2لكن                                                    ق)س( غٌر متصل عند س =   

 

 مثال )4(:   اذا كان ق )س( = } 

 

 

 

3،  2،  0ابحث فً اتصال ق)س( عند س =   

 الحل :  عند س = 0    : ق)0( = 
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0ق)س( غٌر متصل عند س =               غٌر موجودة                                     

  

 عند س = 2  : ق )2( = 

  

 

  2بما أن                                                      ق)س( متصل عند س = 

 

 عند س = 3   :    ) نقطة تحول(

( = 3ق )  

  

 

 

                 

  

 

3بما أن                                                            ق)س( متصل عند س =   
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 أمثلة اضافٌة عن البحث فً اتصال اقتران عند نقطة :

 مثال )5(:

اذا كان ق )س( = }    

2،   س  =      3                                     

2ابحث فً اتصال ق)س( عندما س =     

 الحل: نعٌد تعرٌف ق)س( من خلال اعادة تعرٌف

 2،  0-الجذور هً :                                                                                  

     

 

 ++++++++++++++--------------------------   ++++++++++++++  

                            2                                -1  

0-أو  س >    2}                                                          ،  س <  ق)س( =  

                                                                              

                                                                                 ،  

             2،      س  =                     3                                   

 عندما س =2 

3( = 2ق)  
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     2ق)س( غٌر متصل عند س =              غٌر موجودة                                   

                                                                                                          

    

 مثال )6(: اذا كان ق)س( =                                                                       

                   

2، 1، 0-اتصال ق)س(  عند س = ابحث فً                

 الحل : نعٌد تعرٌف الاقتران ق)س( من خلال اعادة تعرٌف

2طول الدرجة =               =          

  

                                     0              1             -0  

                            4                2              0             -2  

،      0 –= }  س  ق)س(  

س        ،                          

،               0س +                 

 عند س = -0  ) لٌست نقطة تحول(

2-( = 0-ق)  

                                               

          

                                 0-ق)س( متصل عند س =             

 عند س = 1  )نقطة تحول(

1( = 1ق)  
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  غٌر موجودة                                                                                  

             1ق)س( غٌر متصل عند س =                                                        

              

 عند س = 2  ) نقطة تحول(

0( = 2ق)  

                                               

غٌر موجودة                                                                                    

                       

2ق)س( غٌر متصل عند س =                                                          

 

 مثال )7(:

 اذا كان ق)س( = } 

3س = ،        2                                  

3ابحث فً اتصال ق)س( عند س =  

 الحل:  اعادة تعرٌف ق)س( من خلال اعادة تعرٌف 

3س               س = 2=  6              1س = 2 – 6  

                                                                                       

 

 --------------------------   ++++++++++++++  

3س >           3              3س <           
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          ق)س( = }     

3س = ،          2                          

         

                              

                                                    {  { 

    3 س = ،        2ق)س( =                     3،    س =     2ق)س( =            

 

                     

      عند س = 3  ) نقطة تحول(

2( = 3ق)  

                                  ،  

 

3ق)س( غٌر متصل عند س =               غٌر موجودة                                  

 

 مثال )8(:

 اذا كان ق)س( = } 

1،    س =     3                               

تحول() نقطة      1ابحث فً اتصال ق)س( عند س =   

3( = 1الحل : ق)  
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    1( =                                    ق)س( متصل عند س = 1بما أن ق)

 

 مثال )9(:  اذا كان ق )س( = }

  

     

) نقطة تحول(                                        1ابحث فً اتصال ق)س( عند س =    

  الحل : نعٌد تعرٌف الاقتران 

ٌعنً الزاوٌة فً الربع الرابع ، وبالتالً ) الظل( سالب 1عندما س >           

ق )س( = }    

 

 

( = 1ق)   

 

 

    

 

 

 

1( =                                         ق)س( متصل عند س = 1بما أن ق)  
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 نظرٌات فً الاتصال :

نظرٌة : اذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانٌن متصلٌن عند س = أ ، فإن كلا من الاقترانات 

 الآتٌة متصلة عند س = أ :

0   )  

2)  

(                             ، حٌث ك عدد ثابت3  

(                            ، بشرط4  

(                            ، بشرط                        اذا كانت   ن  زوجٌة 5  

 

مثال )0(: اذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانٌن متصلٌن عند س = 3، ابحث فً اتصال كل من 

: 3الاقترانات الآتٌة عند س =   

لأنه حاصل طرح اقترانٌن متصلٌن عند  3(                                متصل عند س = 0

، مضروبٌن بعدد ثابت.  3س =   

لأنه حاصل ضرب اقتران متصل باقتران  3(                               متصل عند س = 2

 متصل مضروب بعدد ثابت.

لأنه حاصل ضرب اقترانٌن  3متصل عند س =               (                                 3

.3متصلٌن عند س =   

 نتٌجة : 

( اذا كان ق)س( اقتران كثٌر حدود فان ق)س( اقتران متصل0  

} أصفار المقام{ -( اذا كان ق)س( اقتران نسبً فان ق)س( اقتران متصل                  2  

كان ق)س( اقترانا  متصلا                     ، فان                   متصل( اذا 3  

  ، ن عدد صحٌح موجب.     
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( اذا كان                            فإن ق)س( اقتران متصل4  

( اذا كان                            فإن ق)س( اقتران متصل5  

اذا كان                            فإن ق)س( اقتران متصل                  عندما هـ)س( ( 6

. متصل  

 

 مثال )2(:  ابحث فً اتصال كل من الاقترانات الآتٌة:

0)  

2 )  

  

 الحل: 

(  ق )س( متصل                   لأنه حاصل طرح اقترانٌن متصلٌن حٌث:0  

متصل                    لأنه كثٌر حدود .                   

متصل                                                 متصل                  

متصل                      لأنه اقتران نسبً المقام لا ٌساوي صفرا.                  

 

( ك)س( متصل                      لأنه حاصل جمع اقترانٌن متصلٌن  حٌث:2  

اقتران متصل                     لأنه اقتران ثابت.  5        

اقتران متصل                     لأنه اقتران قٌمة مطلقة                                    

حدود متصللاقتران كثٌر   
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 مثال )3(:  اذا كان ق)س( = }                    ،      

                                                         ،  

 

ع)س( =  }                     ،                        

                                                        ،  

2ابحث فً اتصال )ق + ع( )س( عند س =   

 الحل :   0( نبحث فً اتصال ق)س( عند س = 2

8=  6+  2( = 2ق)                     

 

 

 

بما أن           

( 0)111111111111     2ق )س( متصل عند س =                                  

2( نبحث فً اتصال ع)س( عند س =2            

6( = 2()3( = )2ع)                   

 

 

 

بما أن                

(2) 111111111111              2ع )س( متصل عند س =                        

2(                  ) ق + ع ( )س( متصل عند س = 2( و )0من )  
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ملاحظة :     اذا كان ق)س( غٌر متصل و ع)س( متصل ، هذا لا ٌعنً ان ق +ع)س( غٌر 

تصال على ناتج جمع الاقترانٌن متصل . وعندها نجري عملٌة جمع الاقترانٌن ونبحث الا  

 ق + ع)س(

 

 مثال)4(:   اذا كان ق)س( =                       ، هـ )س( =  

2عند س =                              ابحث فً اتصال  

 الحل :  0( نبحث فً اتصال ق)س( عند س = 2 

لأنه كثٌر حدود 2ق)س( متصل عند س =               

2( نبحث فً اتصال هـ)س( عند س = 2           

                 نعٌد تعرٌفه :    طول الدرجة = 0

                                                3      2     0       

                                             3     2     0    1  

3( = 2هـ)           

 

غٌر موجودة                                                                                       

 

      2هـ )س( غٌر متصل عند س =                      

 هذا ٌعنً اننا لا نستفٌد من النظرٌة فً بحث الاتصال 

 لذلك نقوم بإٌجاد 
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 ع)س( = }                                ،  

                                             ،  

 نبحث فً اتصال ع عند س = 2

1( = 2ع)             

 

                                                                                  =1  

 

( = 2بما ان ع)  

2ع )س( متصل عند س =                                         

مثال )5(:   

 اذا كان ق)س( =                      ، هـ)س( = 

2ابحث فً اتصال                          عند س =   

 الحل :   

2( نبحث فً اتصال ق)س( عند س = 0  

{ 0}  -لآنه اقتران نسبً وهو متصل                   2ق)س( متصل عند س =  

2( نبحث فً اتصال هـ )س( عند س = 2  

 بما ان هـ )س( جذر تربٌعً نقوم بما ٌلً :

ٌكون ما داخل  2لان بتعوٌض س =  2أ(                         معرف عند س =       

 الجذر موجب =  

2ب( ما تحت الجذر كثٌر حدود               متصل على ح             متصل عند س =        

     2د س =متصل عن                               2هـ )س( متصل عند س =             
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 اتصال الاقتران على فترة: 

، فإن :              اذا كان الاقتران ق)س( اقترانا معرفا على الفترة   

( ق)س( ٌكون متصلا عند س = أ  من جهة الٌمٌن إذا كانت  0  

( ق)س( ٌكون متصلا عند س = ب  من جهة الٌسار إذا كانت  2  

ق)س( متصلا                              ، اذا كان: ( ٌكون3  

أ( ق)س( متصلا عند كل نقطة          

ب( ق)س( متصلا عند س = أ من جهة الٌمٌن       

ج( ق)س( متصلا عند س = ب من جهة الٌسار       

 

( :  إذا كان ق)س( = }0مثال)  

                                

2،      س =         01                                              

ابحث فً اتصال ق)س( على الفترة      

    الحل :

             2                      1                      -0  

مواقع: 3نبحث فً اتصال ق)س( فً   

 0( الاطراف : عند س = -0  

( = صفر  ،                              = صفر 0-ق)       

 

من جهة الٌمٌن 0-( =                                  ق)س( متصلا عند س =0-بما ان ق)  
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 عند س = 2 

،                                 01( = 2ق)  

 

من جهة الٌسار  2ق)س( غٌر متصل عند س=(                                  2بما ان ق)  

                                   

  ( نقاط التحول:2

      عند س = 1

( = 1ق)  

 

 

 

    1متصل عند س =  ق)س( غٌر                                                         بما ان

                                              

( الفترات الداخلٌة 3  

( :  ق)س( كثٌر حدود            ق)س( متصلا على هذه الفترة 1،  0-فً الفترة )       

( :  ق)س( اقتران جتا             ق)س( متصلا على هذه الفترة 2،  1فً الفترة )       

{1ق)س( متصل                                 }                 

 

( : اذا كان ق)س( =2مثال )  

   ابحث فً اتصال ق)س( على مجاله          
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 الحل: نعٌد تعرٌف الاقتران من خلال اعاد تعرٌف

2طول الدرجة =              =    

                                             1          0            2  

                                       2           1          -2    -3    -4  

                          

= } ق)س(        

                 

                         

اتصال ق)س(: نبحث فً  

 0( الاطراف : عند س = -3  

،                                08( = 3-ق)       

 

من جهة الٌمٌن 3-(                                     ق)س( متصلا عند س = 3-بما ان ق)  

 

 عند س = 2 

،                                  1( = 2ق)  

 

من جهة الٌسار 2عند س= ق)س( متصلا(                                      2بما ان ق)     

                                   

 2( نقاط التحول: عند س = 1

،    1( = 1ق)       
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1ق)س( متصل عند س = بما ان                                                  

                                                  

 عند س= -2 

8 ( =2-ق)  

                                                   ،  

  

   2-متصل عند س =  غٌر ق)س(                                                         بما ان

                                               

( الفترات الداخلٌة 3  

( :  ق)س( كثٌر حدود            ق)س( متصلا على هذه الفترة 2-،  3-فً الفترة )       

ق)س( متصلا على هذه الفترة             كثٌر حدود( :  ق)س(  1،  2-فً الفترة )       

        ق)س( متصلا على هذه الفترة             ( :  ق)س( ثابت       2،   1فً الفترة )

{2-ق)س( متصل                                 }                 

     

       (: اذا كان ق)س( = }3مثال )

  

 ابحث فً اتصال ق)س( على الفترة

نبحث عن اتصال ق)س( عند:الحل :   
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 0( الاطراف: عند س =-2 من الٌمٌن

،   2-( = 2-ق)    

 

من جهة الٌمٌن 3-( =                                ق)س( متصلا عند س = 2-بما ان ق)   

 

 عند س = 5 من الٌسار 

،                                  9( = 5ق)  

 

من جهة الٌسار 2عند س= ق)س( متصلا                                     =( 5بما ان ق)  

                                   

 2( نقاط التحول: عند س = 0

،    5( = 0ق)       

  

 

   0متصل عند س =  غٌر  ق)س(                                                         بما ان

                                               

  3( الفترات الداخلٌة 

( :  ق)س( كثٌر حدود            ق)س( متصلا على هذه الفترة 0،  2-فً الفترة )       

( :  ق)س( كثٌر حدود             ق)س( متصلا على هذه الفترة 5،  0)فً الفترة        

     {0}                                   ق)س( متصل                    
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( : اذا كان ق)س( = } 4مثال )  

1،        س =      2                                             

 

   الفترة ابحث فً اتصال ق)س( على           

 

 الحل: نعٌد تعرٌف الاقتران من خلال اعاد تعرٌف

0طول الدرجة =              =    

                                  3           2           

                                       0           1           

ق)س( = }     

1،        س =      2                         

                       2     ،  

0،       س =     3                          

                         

 نبحث فً اتصال ق)س(:

 0( الاطراف : عند س = -2 من جهة الٌمٌن 

،                                1( = 2-ق)       

 

من جهة الٌمٌن 2-(                                     ق)س( متصلا عند س = 2-بما ان ق)  

 عند س = 0 

،                                  3( = 0ق)  
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  0متصل عند س=غٌر  ق)س( (                                   0بما ان ق) 

                                 

 2( نقاط التحول: عند س = 1

،    2( = 1ق)       

  

)التعوٌض المباشر ٌعطً نتٌجة             (                                                        

                                                                                                         

            

 

     

 

                 1ق)س( متصل عند س = بما ان                                                  

                           

                                                 

( الفترات الداخلٌة 3  

على الفترة ما عدا  لق)س( متص            اقتران نسبً( :  ق)س(  1،  2-فً الفترة )     

(          ق)س( متصل على الفترة1، 2-)         1اصفار المقام ، لكن صفر المقام س =   

 

        ( :  ق)س( ثابت                   ق)س( متصلا على هذه الفترة 0،   1فً الفترة )

ق)س( متصل                                                 
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 اتصال الاقتران على فترة )2(

(: اذا كان ق)س( = }  5مثال )  

 

 

 الحل:  نعٌد تعرٌف الاقتران من خلال اعادة تعرٌف 

0طول الدرجة =     

                                   1         -0  

       

                   ق)س( = }   

          

    

                          

 نبحث فً اتصال ق)س(:

 0( الاطراف : عند س = -0 من جهة الٌمٌن 

،                                2-( = 0-ق)       

 

من جهة الٌمٌن 0-ق)س( متصلا عند س =                   (                   0-بما ان ق)  

 

 عند س = 2 من الٌسار

( =                    ،                             2ق)  

من الٌسار   2متصل عند س=غٌر  ق)س( ( =                                2بما ان  ق)  

  

  

  

1 0 -1  
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 2( نقاط التحول: عند س = 1

(   المجال       1  نجد ان                 عند البحث فً مجال)                             ، 1( = 1ق)    

  

                                                                                                         

                                                                   

1عند س =ق)س( غٌر متصل بما ان                                                               

     

 3( الفترات الداخلٌة 

ق)س( متصل على الفترة             كثٌر حدود( :  ق)س(  1،  0-فً الفترة )       

:لكنه مجموع اقترانٌن متصلٌن  لٌس كثٌر حدود( :  ق)س(  2،   1فً الفترة )  

( 2، 1( معرف على الفترة )0حٌث             :   

( ما داخل الجذر متصل لانه كثٌر حدود 2                      

  متصل لانه كثٌر حدود            و   

(2، 1ق)س( متصل على الفترة )             

                                       (1}                                 ق)س( متصل            

  

 مثال )6(: اذا كان ق)س( = }  

 

  )س( على الفترة  ابحث فً اتصال ق

 الحل:  نعٌد تعرٌف الاقتران من خلال اعادة تعرٌف 

          1                          0طول الدرجة =               

  

  

   

  

    

  

  

    

  

  

  

1 0 
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                   = {1   ،  

0،         س =    0                         

 

  

                   ق)س( = }   

          

0،     س =     0 –س 5                        

                      نبحث فً مجال     

                          -------------------   +++++++++++  

معرف      1                                                   

 نبحث فً اتصال ق)س(:

 0( الاطراف : عند س = -0 من جهة الٌمٌن 

 (0-) معرف عند س=                                                           ،  2( = 0-ق)  

                              

من جهة الٌمٌن 0-(                                     ق)س( متصلا عند س = 0-ان ق) بما  

 

 عند س = 0 من الٌسار

،                                          4( = 0ق)  

من الٌسار   0متصل عند س=غٌر  ق)س(                                     ( 0بما ان  ق)  

 2( نقاط التحول: عند س = 1

،                              2-( = 1ق)    

(   المجال       1  نجد ان                 عند البحث فً مجال)                                         
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1ق)س( غٌر متصل عند س =بما ان                                                               

     

 3( الفترات الداخلٌة 

( :  ق)س( كثٌر حدود            ق)س( متصل على الفترة  0،  1فً الفترة )       

( :  ق)س( لٌس كثٌر حدود  لكنه مجموع اقترانٌن متصلٌن: 1،   0-فً الفترة )  

( 1، 0-( معرف على الفترة )0حٌث             :   

( ما داخل الجذر متصل لانه كثٌر حدود 2                      

  متصل لانه كثٌر حدود            و   

(1، 0-ق)س( متصل على الفترة )             

                                       {1}                                 ق)س( متصل            

                                                                                       

 مثال )7(:   اذا كان ل)س( = 

هـ)س( =                          

         

                   على الفترة                                 ابحث فً اتصال الاقتران ق)س( =

         

 الحل:

   1 طول الدرجة =:                         فٌنعٌد تعر

                                    2         0          1                         

                                        2         1           0  

   

  

  

  

 
 

  

  

  

  

  



 

111 
 

              { = 1                            ،  

                   0       ،  

2،          س =        2                     

،       1ق)س( =                                =  }       

                                                      

 

 نبحث الاتصال عند:

 0( الاطراف : عند س =   1 من جهة الٌمٌن        

1( = 1ق)                   

    

  من الٌمٌن 1( =                                      ق)س( متصل عند س =1بما ان ق)    

      

             عند س = 2 من جهة الٌسار               

( = 2ق)                

         

  

 من الٌسار 2ق)س( غٌر متصل عند س =(                                  2بما ان ق)       

       

 2( نقاط التحول : عند س = 0

1( = 0ق)                   

                           

  

  

  

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  



 

111 
 

                                                

0ق)س( متصل عند س =بما ان                                                               

                                                  

  3( الفترات الداخلٌة 

( :  ق)س( ثابت            ق)س( متصل على الفترة  0،  1فً الفترة )         

( :  ق)س( اقتران نسبً           متصل ما عدا عند اصفار المقام 2،   0فً الفترة )  

2-اصفار المقام س =                                                                

( 2،  0)        2-بما ان س =                                                

( 2،  0ق)س( متصل على الفترة )            

ق)س( =                                  متصل على                      

 

 

 

 نظرٌة بلزانو : 

، وكان            اذا كان ق)س( اقترانا متصلا على     

1فانه ٌوجد على الاقل جـ                    بحٌث ق) جـ( =   

 

 تفسر النظرٌة:   

، ٌعنً أن: 1وجوود جـ بحٌث ق)جـ( =   

.( منحنى ق)س( ٌقطع محور السٌنات فً نقطة واحدة على الاقل0  

الاقتران ق)س(.أو احد اصفار  1( العدد جـ هو احد حلول ) جذور ( المعادلة ق)س( = 2  
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مثال)0(:  أي من الاقترانات الآتٌة والمعرفة على                والممثلة بٌانٌا ٌحقق شروط 

 نظرٌة بلزانو ، وكم عدد اصفار كل اقتران ؟

          (1(                                                       )2                               )                        (3)                    

          

  

 

           (4(                                                         )5(                                                          )6)             

                 

  

 

 

 

  و                  ( ق)س( متصل على0

ٌحقق شروط بلزانو على                   )   ٌوجد صفر واحد للاقتران( ق)س(               

( ق)س( متصل على                و   2    

اصفار للاقتران(  4ٌحقق شروط بلزانو على                 )ٌوجد  لا ق)س(              

( ق)س( متصل على                و   3   

اصفار للاقتران(        3على                  ) ٌوجد  ٌحقق شروط بلزانوق)س(             

ق)س( متصل على                و   ( 4  

(للاقتران انٌوجد صفر) ٌحقق شروط بلزانو على                 ق)س(               

( ق)س( منفصل على                   5  

 

 ب ب أ أ أ
 ب

 ب ب أ أ أ
 ب
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ٌحقق شروط بلزانو على                )ٌوجد صفر واحد للاقتران( لا ق)س(              

( ق)س( متصل على                و   6   

ٌحقق شروط بلزانو على                )لا ٌوجد اصفار للاقتران( لا ق)س(              

 

 ملاحظة :) عدم توفر شروط نظرٌة بلزانو لا ٌعنً عدم وجود اصفار للاقتران على الفترة(

 

 

 مثال )2(:   اذا كان ق)س( = 

  

 اثبت ان للاقتران ق)س( صفرا فً هذا المجال 

 الحل:  نبحث فً شروط بلزانو:

( ق)س( متصل                                      لانه كثٌر حدود0  

1>  26-( = 3-( ق)2   

1<  50(  = 4ق)       

ٌوجد على الاقل جـ                                                          

  بحٌث ق)جـ(  ٌوجد على الاقل صفر واحد فً مجاله.              1=   

 

 مثال )3(:   اذا كان ق)س( =                       ، 

  

ابٌن ان الاقتران ٌحقق شروط نظرٌة بلزانو فً هذه الفترة ، ثم اجد قٌمة جـ التً تحددها 

 النظرٌة 
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 الحل:  نبحث فً شروط بلزانو:

( ق)س( متصل                                      لانه اقتران جٌب تمام0  

1<  5( = 1( ق)2   

                    =-5  <1  

ٌحقق شروط بلزانو                                                         

  1بحٌث ق)جـ( =                          ٌوجد على الاقل جـ             

      1=                       1=                             1، نجعل ق)جـ( =لاٌجاد قٌمة جـ 

جـ =                       لكن جـ =  جـ =                                   

وٌمكن استخدام نظرٌة بلزانو لاٌجاد قٌم تقرٌبٌة لأصفار اقتران، الجذور للمعادلات ، الجذور 

          على طرٌقة التنصٌف.الصماء بالاعتماد 

 

 مثال )4(:   اذا كان ق)س( =                              ،  

  

ابٌن ان للاقتران ق)س( ٌحقق شروط نظرٌة بلزانو على هذه الفترة ، ثم أجد التقرٌب الثالث 

 لقٌمة جـ التً تحددها النظرٌة. 

 الحل:  نبحث فً شروط بلزانو:

( ق)س( متصل                                      لانه كثٌر حدود0  

1>  05-( = 2-( ق)2   

1<  207(  = 6ق)       

ٌوجد على الاقل جـ                                                          

  بحٌث ق)جـ(               1=   

قٌمة التقرٌب الثالث لصفر الاقتران ، نستخدم طرٌقة التنصٌف: لاٌجاد  
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5( = 2=                       ، ق) 0التقرٌب الاول = جـ  

 الاحظ أن                                     وان 

0من نظرٌة بلزانو جـ            

5-( = 1، ق)                     =   2التقرٌب الثانً = جـ  

وأن                                            

   2من نظرٌة بلزانو جـ          

= 3التقرٌب الثالث = جـ  

 مثال)5(:  استخدم نظرٌة بلزانو لاٌجاد التقرٌب الثانً للعدد 

 الحل:   نفرض أن جـ  =

 نفرض أن ق)س( =

( ق)س( متصل                         لأنه كثٌر حدود0  

( نبحث عن فترة تحقق شرط بلزانو الثانً 2  

4-( = 0ق)      

0-( = 2ق)     

4( = 3ق)     

ق)س( المتصل ٌحقق شروط بلزانو على القترة           

1الاقل جـ                       بحٌث ق)جـ( = ٌوجد على           

1<  0.25=  5 – 6.25( = 2.5،  ق)     2.5=                     0جـ  

   0جـ          

=                                          التقرٌب الثانً  2جـ            

  2.25وبما اننا فرضنا ان جـ =           من بداٌة الحل          التقرٌب الثانً لـ           =
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 مثال )6(: اذا كان ق)س( اقترانا متصلا على                  ، وكان

  3-( = 2، ق)   1( =1، ق)   0-( = 0-، ق)   2( =3-ق)            

01( = 5، ق)   0-( = 4ق)             

ما هو اقل عدد من الاصفار التً ٌمكن وجودها للاقتران ق)س( على الفترة        

 

 

 الحل : 

                       +-           -           1      -            +  

                 5     4           2           0     -1          -3  

لا بد من وجود على الاقل صفر         تتحقق شروط بلزانو                  فً الفترة  

 للاقتران

صفرلا بد من وجود على الاقل  فً الفترة                 تتحقق شروط بلزانو          

 للاقتران

  1( =1واٌضا ق)

أصفار للاقتران  3ٌوجد على الاقل          

 ملاحظة : ) قد ٌوجد عدد اصفار اكثر من 3 ، لكن التً تحددها نظرٌة بلزانو على الاقل 3( 

 

 مثال )7(:   اذا كان ق)س( = 

استخدم نظرٌة بلزانو لاٌجاد التقرٌب الثالث لصفر الاقتران.        

 الحل:  0( ق)س( كثٌر حدود متصل على ح          متصل على 
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        1>  04-( = 2-( ق)2        

1<   34(   = 4ق)             

تتحقق شروط بلزانو                                                       

1ٌوجد على الاقل جـ                      بحٌث ق)جـ ( =               

1<  0( = 0=                                      ، ق) 0جـ  

تتحقق شروط بلزانو فً الفترة                         ٌوجد على الاقل جـ              

1بحٌث ق)جـ( =                                                                            

 

1=                                      ، ق)           ( =            <  2جـ  

فً الفترة                         ٌوجد على الاقل جـ   تتحقق شروط بلزانو            

1بحٌث ق)جـ( =                                                                            

=                                       التقرٌب الثالث 3جـ  
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 الوحدة الرابعة : التفاضل 

 معدل التغٌر ) متوسط التغٌر ( :

 تعرٌف: اذا كان ص = ق)س( اقترانا  وتغٌرت  س  من  س0 الى س2  ، س0               س2   فإن:

ٌُقرأ دلتا س. 0س – 2مقدار التغٌر فً س ٌساوي س( 0 ونرمز له بالرمز           و  

ٌُقرأ دلتا ص. 0ص – 2مقدار التغٌر فً ص ٌساوي ص( 2 ونرمز له بالرمز         و  

( متوسط التغٌر فً الاقتران ص = ق)س(  ٌساوي               =  3  

         

                                                                      =  

 

    مثال)0( : اذا كان ق)س( =                              جد متوسط التغٌر فً الاقتران ق اذا تغٌرت

(.0( الى )2-س من )                   

 الحل :          س0  = -2                                   س2 = 0

    ( =2ق)س                                      ( =  0ق)س            

=  صفر                        02-=   4-  -  06-=                          

  

 

 

 مثال )2(:  اذا كان ق)س( = }                                      جد معدل التغٌر للاقتران ق فً الفترة    

                                                                                                [0  ،3 ]  

3=   2،  س             0=  0الحل:      س     

02( =  2،  ق)س         0( =  0ق)س               
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 مثال )3(:  اذا كان ق)س( = } ] س +1.0[          ، س < 1

|    ،     0 –| س                                        

            جد معدل التغٌر للاقتران ق فً الفترة ] -2 ، 5 [ 

 الحل:  س0 = -2          ،    س2 = 5

  5[                               1.0]س + 

                                     6               5  

 

 

 مثال )4(:  اذا كان ق)س( = } ] س – 0[          ، 

  2س <    |    ،   5 +س 2|                                      

  1=  0، س  5فً ق ، اذا كان            = جد معدل التغٌر            

 الحل:             = س2 – س0 

5=  2س                    1 – 2=  س    5               

  0-               1[     :                             0-]س 

                                    1                0             -1   

( 5س +2) -(              5س +2|  :           ) 5س + 2|   

                                        
- 

215  
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 مثال )5(: اذا كان ق)س( =  

، جد قٌمة الثابت أ . 3[ ٌساوي  3،  0ومعدل تغٌر ق فً ]  

 الحل :   س0 = 0                            س2 = 3

4+  9 –أ  9(= 2ق)س             4+  3 –(=  أ 0ق)س          

5 –أ 9=                              0= أ +                    

    

 

أ 8=  12               6 –أ  8=  6=                                        3  

                                                             

 

 مثال )6(: اذا كان معدل التغٌر لـ ق فً الفترة ] 3 ، ب [ ٌساوي 2 ، وكان مقدار التغٌر فً ق ٌساوي 4

فما قٌمة الثابت ب .                  

 الحل: س0  = 3               س2  = ب

مقدار التغٌر فً ق =                             

   

          

4=  6 –ب 2                4( =  3 –) ب 2                                                

                                       5ب =                01ب = 2                                             

        مثال )7( :  اذا كان                                          ، جد معدل  التغٌر للاقتران ق عندما تتغٌر 

+ هـ3الى    3س من                    

 الحل: معدل التغٌر =
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  مثال )8(:  اذا كان معدل التغٌر للاقتران ق فً ]-0 ، 3[ ٌساوي -4 ، جد معدل تغٌر الاقتران 

هـ حٌث   هـ)س( =                                     فً الفترة نفسها.              

 الحل :               ق                                 هـ                                             

=                                 معدل التغٌر = معدل التغٌر   

      

 -4        =                                                  

      

 

 

 مثال )9(: اذا كان ق)س( = } 

 

2=                    ،   3=  0للاقتران ق اذا كانت سجد معدل التغٌر   

 الحل:                 = س2  -  س0 

5=   2س                   3 -  2س=       2                 

  معدل التغٌر               

 

 المعنى الهندسً لمعدل التغٌر 

ٌساوي مٌل القاطع    2الى    س   0تتغٌر س   من    س معدل التغٌر للاقتران ق)س( عندماتعرٌف : 

(( ، وتسمى الزاوٌة )م( التً ٌصنعها القاطع 2، ق)س  2((   ،  )س0، ق)س  0المار بالنقطتٌن )س

 للمنحنى مع محور السٌنات الموجب بزاوٌة مٌل المستقٌم القاطع وٌكون )                  مٌل القاطع( 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

  

 

2س  

  ( 2سق)

  ( 0سق)

0س  

 
م
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 مثال )01(:  اعتمادا على الشكل المجاور جد معدل التغٌر فً ق فً الفترة ] 3 ، 5 [          10

                                                                                                               

                                                                                                            4  

                                                                                                            2  

 

                                                                              5      3       1  

 

=  معدل التغٌر  

  

مثال )00(:                                                                                          01            

جد مٌل القاطع لمنحنى ق فً الشكل   

                                                                                                               

                                                                                                            4  

                                                                                                            2  

 

                                                                           5         3       1  

  مٌل القاطع = 

 

 المعنى الفٌزٌائً لمعدل التغٌر:

، حٌث ف المسافة التً ٌقطعها الجسم ، ن الزمن ، فان متوسط التغٌر فً المسافة  اذا كانت ف = ق)ن(

هو    2الى  ن   0عندما تتغٌر ن  من  ن  

[ 2، ن 0وٌسمى السرعة المتوسطة فً الفترة ] ن  
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 مثال )02( : اذا تحرك جسٌم على خط مستقٌم حسب الاقتران ف)ن( = 

  [ 3،  2الزمن بالثوانً ، احسب السرعة المتوسطة فً الفترة الزمنٌة ] متار ، ن حٌث ف المسافة بالأ  

 الحل:  

3=   2ن                2=   0ن             

   20( =  2ف)  ن        01( =  0ف)  ن         

  م/ث                               = المتوسطةالسرعة 

 

مثال)03(: ٌتحرك جسم فً خط مستقٌم، بحٌث أن بعده ف بالأمتار عن النقطة م بعد ن من الثوانً ٌعطى 

 بالقاعدة ف = ق)ن( =                         ، جد:

[ 3،  1( السرعة المتوسطة فً الفترة ] 0  

م/ ث، جد قٌمة أ. 03، أ [ =  0( إذا كانت السرعة المتوسطة فً الفترة ] 2  

 الحل:   ن0 = 1        ن2  = 3

 السرعة المتوسطة =

     م/ث                                           =                     

2    )03      =  

  

        

 

           

ث                                                      4طرف فترة(     ، أ =  ) مرفوضة لانها  0أ =      
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 مثال)02(: اذا كان معدل التغٌر فً الاقتران ق فً الفترة ] 0 ، 3 [ ٌساوي 4 ، وكان الاقتران 

س ،  جد معدل التغٌر للاقتران هـ فً نفس الفترة . –هـ )س ( = ق ) س(                 

هـ                 الحل :                 ق                                       

  معدل التغٌر =                                          معدل التغٌر =         

 

 

 

 

 مثال )03(:

سم  ، جد معدل التغٌر فً حجم  3سم  الى  0معدنً تعرض للحرارة بحٌث تغٌر طول ضلعه من  مكعب

 المكعب.

حجم المكعب =                   ) فرضا ان طول ضلع المكعب = س (الحل :   

  معدل التغٌر =           

 

 المشتقة الاولى باستخدام التعرٌف :

 تعرٌف : اذا كان ق)س( معرفا عند س0 فً مجاله ، وكانت                                        موجودة

، وٌرمز لها  بأحد الرموز الاتٌة:   0فإن قٌمة هذه النهاٌة تسمى المشتقة الاولى للاقتران عند س        

      أو                         أو                                       

 

 وٌمكن كتابتها على الصورة : 
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 مثال)0( : جد المشتقة الاولى للاقتران ق)س( =                      باستخدام التعرٌف.

   الحل:

 

  

 

 

 مثال)2( : جد المشتقة الاولى للاقتران ق)س( =                      باستخدام التعرٌف.

   الحل:

 

  

 

 

  

 

 مثال)3( : جد المشتقة الاولى للاقتران ق)س( =                      باستخدام التعرٌف، ثم جد  

   الحل:
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 مثال)4( : جد المشتقة الاولى للاقتران ق)س( =                         باستخدام التعرٌف، 

   الحل:

 

  

 

 

 

 مثال)5( : اذا كان لاقتران ق)س( =                       جد                    باستخدام التعرٌف، 

   الحل:

 

  

 

 

 

 

 

 مثال)6( : اذا كان لاقتران ق)س( =                       جد                    باستخدام التعرٌف، 

   الحل:
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 مثال)7( : اذا كان ق)س( = ) س – أ ( ل)س(  ، حٌث ل متصل عند س = أ       باستخدام التعرٌف

بٌن أن                                        حٌث أ ثابت               

  

 الحل:  

 

 

  

 مثال )8( :  اذا كان                                  جد    

 

 الحل :  نفرض أن    م = 4 هـ                  

       1             فان   م     1عندما هـ                       
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 مثال )9( :  اذا كان                                  جد    

 الحل :   

 

 

  

 

هـ                   5نفرض أن    م =   

       1فان   م                  1عندما هـ                       

 

 

 

 

 

 مثال )01( :  اذا كان                                  جد    

 الحل :   

 

 

  

 

هـ                                 5نفرض أن    م =                                   هـ 2-نفرض أن    م = 

             

  1فان   م              1عندما هـ                    1           فان   م   1عندما هـ                 
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 المشتقة الاولى لاقتران متعدد القاعدة باستخدام التعرٌف: 

 تعرٌف )0( : اذا كان ق)س( معرفا  على الفترة ] أ ، ب [ فان ق)س( غٌر قابل للاشتقاق على اطراف 

] أ ، ب[ ، وٌكون قابل للاشتقاق على الفترة                اذا كان قابلا للاشتقاق عند كل نقطة  الفترة

  فٌها.

تعرٌف )2(:   اذا كان الاقتران ق)س( معرفا عند س = س0 ، وكانت س0 نقطة تجول فً اقتران متعدد 

 القاعدة فان: 

( 0ٌمٌن س منمشتقة ق)س( )                                                                          

 

( 0س من ٌسار)مشتقة ق)س(                                                                                     

 

قابل للاشتقاق عند ق)س( فان                                                                     تكون  وعندما  

   وتكون   0س 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

 تعمٌم : اذا كان ق)س( اقتران كثٌر حدود فان ق)س( قابل للاشتقاق
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 مثال )0(: اذا كان ق)س( = }  

 

 باستخدام تعرٌف المشتقة الاولى جد 

 

 الحل: س = 2    نقطة تحول 

  

 

 

 

 

 

غٌر موجودة                                                                              وبما أن  

2أو ق)س( غٌر قابل للاشتقاق عند س =                                                            

 

 مثال )2(: اذا كان ق)س( = ]س[     ، س          ] 1 ، 2 [   ، ابحث فً قابلٌة الاشتقاق ل ق )س( 

0عند س =               

    الحل:   نقوم بإعادة تعرٌف ] س[

                                        2         1             0  

                                           2              1            0  

}   ق)س( =       
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ر موجودة غٌ                                                                                                         

                                                                                                                        

                  

غٌر موجودة                                                                              وبما أن  

0أو ق)س( غٌر قابل للاشتقاق عند س =                                                            

 

 مثال )3( :  اذا كان ق)س( = }   

 

جد                      باستخدام تعرٌف المشتقة.                

( عند اطراف الفترة الاقتران ق)س( غٌر قابل للاشتقاق.0الحل:   

)نقطة التحول(  0( نبحث قابلٌة اشتقاق ق)س( عند س = 2         
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غٌر موجودة                                                                              وبما أن  

0أو ق)س( غٌر قابل للاشتقاق عند س =                                                            

 

( نجد                      على الفترات المفتوحة  باستخدام تعرٌف المشتقة3        

 فً الفترة )-0 ، 0(  :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 فً الفترة ) 0 ، 4(:

 

 

 

 

  {         

 

 

0،  4،  0-غٌر موجودة    ، س =               
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 مثال )4( :

          {  

 

 

.          أوجد                      باستخدام تعرٌف المشتقة    

 الحل:  0( عند نقاط التحول : ) س = 0( 

     

 

 

 

غٌر موجودة                                                                              وبما أن  

0أو ق)س( غٌر قابل للاشتقاق عند س =                                                            

( 3،  0-عند س =  : ق)س( غٌر قابل للاشتقاق عند اطراف الفترة ) ( عند أطراف الفترة2  

  ( عند الفترات المفتوحة :3

     الفترة )-0 ، 0( :

 

 

 الفترة )0 ، 3(:

 

 

          {  

 

0،  3،  0-غٌر موجودة ،  س =               
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 قواعد الاشتقاق:

كان ق)س( = جـ  ، حٌث جـ          ح  ، فإن                          صفر ، لجمٌع قٌم  (: اذا0قاعدة )  

 س         ح 

 

 مثال )0( : جد                      لكل مما ٌأتً:

( ق)س( = 2             5(  ق)س( = 0             

           

 الحل:  0(                   = 1

1=                                          0-(  ق)س( =               = 2  

 

  قاعدة )2( : اذا كان ق)س( = س ، فان                     = 0  

                        

 قاعدة )3( : اذا كان ق)س( قابلا للاشتقاق وكان  جـ          ح  ، فإن 

= جـ ق)س( قابل للاشتقاق وتكونك)س(                     

 

 مثال)2( : اذا كان ق)س( = 5 س ، جد  

     الحل :                      

 

 نظرٌة :   اذا كان                                 ، فإن   

بحٌث                

 مثال )3( :  اذا كان                                                     جد                     ثم

 الحل : 
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 قاعدة )4( : اذا كان ق)س( ، هـ )س( اقترانٌن قابلٌن للاشتقاق ، فان

وتكون   قابل للاشتقاق              

 ملاحظة : تبقى القاعدة )4( صحٌحة لأكثر من اقترانٌن

 مثال  )4( :  اذا كان                 = 5      ،                = -3     ، وكان 

جد                                                                                     

 الحل: 

 

                           

 

 قاعدة )5( : اذا كان ق)س( ، هـ )س( اقترانٌن قابلٌن للاشتقاق ، فان

قابل للاشتقاق وتكون                 

 

 مثال )5( : اذا كان                                                      ، جد                    ثم 

 الحل :

  

 

  

 

 مثال )6( : اذا كان                                             جد                   علما  ان 

  

  الحل: 

  

لكن      
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 قاعدة )6( : اذا كان ك)س( ، م)س( اقترانٌن قابلٌن للاشتقاق ، فان  

                   قابل للاشتقاق وتكون        

 مثال )7( : اذا كان                                                                 جد 

    

 

 

 

 

 

 

 

 مثال )8( : 

 

 

 

 

 مثال)9( :  اذا  كان  ل)س( = 8 ق)س(  ، ق قابل للاشتقاق ،                          ، جد

 الحل : 
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 قاعدة )7( : اذا كان                                                و ل)س( قابل للاشتقاق فان : 

 

 

 مثال )01( : اذا كان                                                    جد 

 الحل :   

 

 قاعدة )8(: اذا كان                                            وكان ل)س ( قابل للاشتقاق فإن:

 

 

 مثال )00( :  اذا كان                                                      ، جد     

  الحل :  

 

 مثال )02( :   اذا كان                                   جد   

 الحل :   

 

 مثال)03( : اذا كان                                                                    جد   

 الحل :

  

 

 مثال)04( : اذا كان هـ)س( قابلا للاشتقاق ، هـ)2( =3 ،                            جد   

عندما                 

 الحل:   
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 المشتقات العلٌا:

 تسمى المشتقات التً تلً المشتقة الاولى بالمشتقات العلٌا. 

 تعرٌف : اذا كانت                              ، ق قابل للاشتقاق ، فان المشتقة الاولى هً :  

قابلا للاشتقاق فإن مشتقة                      واذا كان،                                                        

   تسمى المشتقة الثانٌة وٌرمز لها بالرمز                             

وهكذا بالنسبة للمشتقة الثالثة والرابعة .....          

 مثال )0( : اذا كان                                                     ، جد   

 الحل:

   

 

 

 

 

 مثال )2(   : اذا كان ق)س( كثٌر حدود وكان من الدرجة الثالثة 

جد                 

 

 الحل    :  ق)س( من الدرجة الثالثة : 

            

 

 

  2أ =                                                            

1ب =                                                              
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 مثال )3(  :  اذا كان                                                        اثبت أن 

  

 

 الحل :                        

                 

 

 

 

 

 مثال )4(   :  اذا كان ق)0( = 2 ،                           ،  هـ )0( = -0   ،      

:بالاعتماد على المعطٌات أعلاه جد ما ٌلً   

 

 الحل   :
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 الاتصال والاشتقاق 

 مراجعة بسٌطة لعلاقة الاشتقاق بالاتصال 

 

 

 

  موجودة                                                 غٌر موجودة            

 

ق)س( غٌر متصل                       متصل عند س =أ                 ق)س( غٌر متصل          

  عند س =أ                                               عند س = أ           

 

  

قابل للاشتقاق                                                                                

 

         

 

 مثال )0(   : اذا كان ق)س( =  }  

         

4ابحث فً قابلٌة الاقتران ق للاشتقاق عند س =        

  4(  نبحث فً اتصال ق)س( عند س =0

5( = 4ق)       

 

                                                                    

  

  

  

 غٌر قابل للاشتقاق
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  4ق )س( متصل عند س =                                                ( =4ق)

 

( نجد مشتقة ق)س( باستخدام قواعد الاشتقاق2  

                           {  

 

 

 

4غٌر قابل للاشتقاق عند س=                                                                                       

 

 مثال )2(  :   لٌكن  

ابحث فً قابلٌة ق)س( للاشتقاق عند            

 الحل :   نعٌد تعرٌف

   س  موجب فً الربع الاول والثانً     ، جا س سالب فً الربع الثالث والرابع  جا    

             {        { s   

 

                      {  

                          

 

نبحث فً اتصال ق)س( عند( 1  

        

 

                                                     

  

    

  

 غٌر موجودة   
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عند ق)س( متصل                                             

 

2{                   )  

                       

                 

           

غٌر موجودة                                                                                                          

 

 

 مثال )3(   :   اذا كان ق)س ( =  }  

 

   على مجالهجد                    

 الحل :  المجال هو ] 1 ، 5 [ 

  0( نبحث اتصال ق)س( عند نقاط اتحول و الفترات الداخلٌة المفتوحة

       عند س = 2 ) نقطة تحول (  

0-( = 2ق)         

 

   غٌر موجودة                                                                                    

                                           

                                                                     

  2عند س =  ق)س( متصل                 

 عند الفترات :  ) 0 ، 2(  ق نسبً متصل على ح ما عدا اصفار المقام )س = 1( ، لكن  1             )0 ، 2( 

ق كثٌر حدود متصل على ح (  5،  2)                   

  
  

  

  

  

غٌر موجودة   
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( نبحث فً قابلٌة ق )س( على الاشتقاق عند :2  

أ( الاطراف : المشتقة غٌر موجودة         

2 {                   )  

                       

                    

غٌر موجودة لانهما اطراف فترة                                  

2غٌر موجودة لان ق)س( غٌر متصل عند س =                                 

 

 مثال )4( : جد 

 

 الحل :   اعادة تعرٌف الاقتران على مجاله 

  

5، س =  0س =                                                                          

              ++++++++1 --------------------------1 +++++++  

                 5            4                                0  

  }    ص =

 

                                                             0  

}    ص =  

 

 

 

 

  
  

  

غٌر موجودة   
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(4( عند نقاط االتحول ) عند س = 0نبحث فً اتصال ص :   

1( = 4ق)  

 

                                                                                    

 

  4ق متصل عند س = ( =                                         4ق)

 

( اقتران نسبً متصل على ح ما عدا اصفار المقام 4، 0عند الفترات الداخلٌة المفتوحة : ) (2  

  ( 4، 0)             0،  1لكن الاصفار                                                        

(  4، 0)           0،  1( اقتران نسبً متصل على ح ما عدا اصفار المقام   لكن الاصفار 5، 4) 

                                                             

     =    {  

 

5، س =  4غٌر موجودة  ، س =               

                                                        

غٌر موجودة                                                       

 

 مثال )5(   : ق)س( = }   

 

 جد 

 الحل :  اعادة تعرٌف  ] س [  على الفترة  ] 0 ، 3 [ 

                3         2         1  

                     3         2          1  
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ق)س( = }   

 

 

 

:نبحث فً اتصال ق)س( على مجاله  

( الفترات الداخلٌة  الاقتران عند جمٌعها كثٌرات حدود لذلك هو متصل عندها .0  

( عند نقاط التحول : 2  

     عند س = 0                                                  عند س = 2  

01( = 2ق)                                                      5( = 0ق)  

  

 

 

غٌر موجودة                                                                                          

 

 

2تصل عند س =مق)س( غٌر                                     0ق)س( متصل عند س =   

          { =  

 

 

   3،  2،   1غٌر موجودة   ، س =                 

0،                                ق)س( قابل للاشتقاق عند س=                    

)أطراف فترة( 3،  1غٌر قابل للاشتقاق عند س = ق)س(   

(2) لانه غٌر متصل عند س = 2ق)س( غٌر قابل للاشتقاق عند س =   
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 مثال )6(   : ق)س( = }   

 

موجودة  ،،   جد قٌمة كل من أ ، ب                    وكانت  

 

 الحل :                         موجودة             0(

2(  ق)س( متصل عند س = 2                                                        

                                2س( متصل عند س = )ق

 

                                                                                          ( ,,,,,,,,,,,,,,,,1)  

          { =  

 

 

 

                                       

                                                                                                   (,,,,,,,,,,,,2     )

                                                                                                                        

        

 

1ب =                                            

1أ =                                                                    
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 تطبٌقات هندسٌة على التفاضل : 

 مراجعة :

مستقٌمان متوازٌان إذا وفقط إذا مٌل )         (  =   مٌل )          (                           ( 0  

0-(                           مستقٌمان متعامدان إذا وفقط إذا مٌل  )         (        مٌل   )          ( = 2  

ه = ( مٌل المستقٌم اذا عرف نقطتٌن عل3ٌ  

( معادلة المستقٌم اذا عرف مٌله )م( ونقطة واقعة علٌه هً :4  

 

 تعرٌف : اذا كان ق)س( اقترانا  قابلا  للاشتقاق عند النقطة                                     ، فان مٌل 

المنحنى عند النقطة أ هو مٌل المماس المرسوم لمنحنى ق)س( وٌساوي             

ٌُعرف أٌضا  العمودي على منحنى الاقتران ، بأنه العمودي على المماس عند نقطة التماس.  و

 

 مثال )0(: جد مٌل منحنى الاقتران                                               عند س = 0

ثم جد معادلتً المماس والعمودي على المماس عند تلك النقطة              

 الحل :   مٌل المنحنى ق)س( عند س = 0  ٌساوي

            

= مٌل المماس عند نقطة التماس                                                             

  نقطة التماس هً  

    معادلة المماس :  

                                                                                 

  =                    مٌل العمودي على المماس  =

 

نقطة التماس : معادلة العمودي على المماس عند  

  
    

        

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

    

  
 مٌل المماس
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 مثال )2( :  اذا كان المماس لمنحنى الاقتران                                                   ٌصنع زاوٌة

مع الاتجاه الموجب لمحور السٌنات ، أثبت أن العمودي على المماس عند نقطة التماس  035قٌاسها   

( 1،  1لمنحنى ق)س( ٌمر بالنقطة )  

 

 الحل :  نفرض ان نقطة التماس

مٌل المنحنى = مٌل المماس =           

      

     

 مٌل المنحنى = 

 

 

2-،  2س =                       

1<  س  مرفوضة لان من معطٌات السؤال 2-س =   

  ( 2،  2نقطة التماس هً )                                                              2س =                 

0=                   مٌل العمودي =  

(2،2النقطة )  

 معادلة العمودي  :

2 –= س  2 –ص                                 

ص = س                                     

( تحقق معادلة العمودي على المماس عند نقطة التماس وهذا ٌعنً ان العمودي على  1،  1النقطة )

( 1،  1المماس ٌممر بالنقطة )  

 

 

  

   

   

   

   

   
   

  
 مٌل المماس
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 مثال )3(  : اذا كان المستقٌم ص = -3س + جـ  ٌمس منحنى

جد نقطة / نقاط التماس.               

 الحل :  مٌل المماس من معادلته = -3 

نفرض أن نقطة التماس           

      

 

 

 

                   نقطة التماس )2 ، 3 ( 

 

 مثال )4( : اذا كان المستقٌم ص = جـ س + 5  ٌمس منحنى الاقتران

( جد قٌم أ ، ب ، جـ  3-،  0-عند النقطة )                 

  الحل :  نقطة التماس تحقق معادلة المماس                    -3 = -0 جـ  + 5

8جـ                 جـ =  -=  8-                                                                       

8مٌل المماس من معادلته = جـ =        

 

مٌل المماس =      

                                           ( .............0)  

 واٌضا النقطة نقطة التماس  ) - 0 ، 3 ( تحقق معادلة الاقتران ق)س(  

                                                        /2         (.............2  )  

                                                                 (.............0 )  

2أ  =                                    
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 مثال)5(  : جد نقاط تعامد منحنى الاقترانٌن :

                                                ،  

 الحل   :  

          

 

 

 

  هً نقطة التعامد،                                                                            

 

 مثال )6(  : اذا كان المماس لمنحنى الاقتران                                          عند

مع محور السٌنات الموجب ، جد احداثًٌ نقطة التماس . 45ٌصنع زاوٌة                

 الحل: نفرض نقطة التماس                   

0=  45مٌل المماس = ظا هـ = ظا         

 

 واٌضا مٌل المماس =                                                                             

( 6-،  2-نقطة التماس )                                                                 

 

مثال)7(   : جد قٌمة الثابت جـ فً الاقتران                                ، اذا كانت قٌاس زاوٌة مٌل 

. 45هو  0المماس لمنحنى ق)س( عند س =   

 

0=  45الحل : مٌل المماس =  ظا   

           

 مٌل المماس =
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عند نقطة تقاطعه                                          جد معادلة المماس لمنحنى     : (  8مثال )  

                                                 مع المستقٌم                

 الحل:  

نقطة التقاطع تحقق معادلة كل من منحنى الاقتران والمستقٌم       

      

8، س =  0س =                                                                                    

( 2،  0نقطة التقاطع )                 2ص =                    0اذا كانت س =   

(  23،  8نقطة التقاطع )                 23ص =                    8اذا كانت س =   

 

 عند نقطة التقاطع )8 ، 23(

 

 مٌل المماس = 

  : معادلة المماس هً

 

 

 عند نقطة التقاطع )0 ، 2(

 

 مٌل المماس = 

:معادلة المماس هً  
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 تطبٌقات فٌزٌائٌة على التفاضل :

 تعرٌف : السرعة اللحظٌة )ع( عند الزمن )ن( هً : 

التسارع اللحظً ) ت( عند الزمن )ن( هو:                

 

 مثال)0( : تحرك جسم على خط مستقٌم ، بحٌث أن بعده عن نقطة ثابتة )م( ٌتحدد بالعلاقة 

، حٌث )ف( بعده بالأمتار ، )ن( الزمن بالثوانً ، جد:                                                           

[ 3،  0( السرعة المتوسطة للجسم فً الفترة ] 0  

( تسارع الجسم عندما ٌعكس الجسم من اتجاه حركته.2  

 الحل: 0( السرعة المتوسطة =  

 

 

2)   

  1ٌعكس الجسم اتجاه حركته عندما ع)ن( = 

     

بداٌة الحركة (  1مهملة لان ن =  1) ن =    6أو  ن =    1ن =          

6ٌعكس الجسم اتجاه حركته عندما ن =         

                       

 مثال)2( : قذف جسم رأسٌا الى اعلى من نقطة على سطح الارض بحٌث ٌتحدد بعده عن سطح الارض

بالعلاقة :                                             بحٌث ف : ارتفاع الجسم بالأمتار                

ن  : الزمن بالثوانً                                                                              

.صله الجسمٌ( اقصى ارتفاع 0جد :   

( المسافة التً قطعها الجسم خلال الثوانً الاربعة الاولى.2        
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   الحل : 0(  عندما ٌصل الجسم اقصى ارتفاع                ع ) ن ( = 1

  

ٌصل الجسم اقصى ارتفاع 2عندما ن =                2ن =                    21ن =  01              

  م                                                                      ( =2ارتفاع = ف)اقصى 

                    4عندما ن =  (2

أي ان الجسم ٌكون قد وصل سطح الارض                                      

( 4ف) –) اقصى ارتفاع (  2المسافة المقطوعة =                    

م 41 =1 –( 21) 2=                                         

 

مثال )3( : ٌتحرك جسٌم على خط مستقٌم بحٌث أن بعده عن نقطة الاصل بالأمتار بعد )ن( ثانٌة من بدء 

 حركته ٌعطى وفق العلاقة : 

ثوانً. 3احسب سرعة الجسم وتسارعه بعد   

 

 الحل:  

          

 

 

 مثال )4( : ٌتحرك جسٌم على خط مستقٌم بحٌث أن بعده عن نقطة الاصل بالأمتار بعد )ن( ثانٌة من بدء

حركته ٌعطى وفق العلاقة :   

 احسب سرعة الجسٌم عندما ٌنعدم تسارعه.

 الحل :  

 

 عندما ت = صفر
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مثال)5( :  اذا كان                                                         هً المعادلة الزمنٌة لحركة جسٌم 

 على خط مستقٌم حٌث )ن( الزمن  و )ف( المسافة . 

عة .احسب التسارع فً اللحظة التً تنعدم فٌها السر  

 الحل :   

 

                   1ع)ن( =               تنعدم السرعة

 

5،    ن =   0ن =                                                                

  4-=  6 – 2ت )ن( =                   0عند ن = 

4=  6 – 01ت )ن( =                   5عند ن =   

 

 مثال )6( : ٌتحرك جسٌم بسرعة ابتدائٌة مقدارها 2 م/ث حسب العلاقة

حٌث أ ، ب ثوابت               

    8ثوانً علما أن تسارعه ٌساوي  3احسب المسافة التً ٌقطعها الجسٌم بعد           

 الحل :  

 

 

2ب =                  2( = 1ع)                 2سرعة ابتدائٌة =   

4أ  =                     8أ =  2                       8التسارع =   
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 مثال )7(  : ٌتحرك جسٌم بخط مستقٌم بحٌث أن بعده عن نقطة الاصل بالأمتار بعد) ن( من الثوانً

ٌعطى بالعلاقة                             فإذا كانت سرعته المتوسطة فً الفترة الزمنٌة                  

، جد قٌمة أ .  2، أ [  ٌساوي سرعته اللحظٌة عندما ن =  1]                 

 الحل :  السرعة المتوسطة =  

          

السرعة اللحظٌة =   

                

    

 نهمل                   لأن الزمن قٌمة موجبة                                                                     

 

 مثال )8(  :  ٌتحرك جسم بخط مستقٌم بحٌث أن سرعته =                              

، جد قٌمة الثابت أ  8تسارعه =  اذا علمت أن  

 

 الحل : 

 

تهمل ( 4-) أ =                                                                                        

 

 مثال )9( :   اذا قذف جسم رأسٌا الى اعلى عن سطح الارض وفق العلاقة : 

م       81علما ان اقصى ارتفاع وصل له الجسم ( أ  قٌمة  ) جد                                       

     الحل :  
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      قانون السلسلة 

 للتذكر : )                                                    هو اقتران مركب من ق ، هـ  (

 مثال  :  اذا كان

جد             

 قاعدة السلسلة :  اذا كانت ص = ق)ع(  ،  ع = هـ )س( ، وكان هـ )س( قابلا  للاشتقاق عند هـ)س( 

مدى هـ           مجال  ق  ، فإن :                       

  

أي أن    

 

 مثال )0( : اذا كان                                                             ، جد :

            0                                              )2)     

 الحل : 0(  

       

          

 

      2 )  

  

 

 

 مثال )2( : اذا كان                                                                    جد     

 الحل :  
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 مثال )3( : اذا كان                                                                    جد     

 الحل :

 

 

 مثال )4( : اذا كان ق ، هـ اقترانٌن معرفٌن عل ح وقابلٌن للاشتقاق عل مجالٌهما ، وكان

               

جد        

 الحل :  

 

 

 مثال )5(  : اذا كان                                    ،                               و   وكان 

جد قٌمة أ                                                    

 الحل :           

 

 

 

4أ =                                                               

 مثال )6( : اذا كان                                    ،                           ، جد            عند س = 0

 الحل   :      
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 مثال)7(   :  جد معادلة المماس لمنحن العلاقة                                      عندما س = 2،

  ،                       علما  بأن ق)س( قابلا للاشتقاق ،               

 

 الحل : 

  

                مٌل المماس =

 

(2-،  2( ( = )2، ق)2)  نقطة التماس                                                     

 معادلة المماس :  

 

                                                                        

 

 مثال )8(  :  اذا كان                                 وكانت   

                 

جد                   

 الحل  :    

 

 

 

  

 مثال )9( : اذا كان                                      ، وكان                        جد                         

 الحل : 
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مثال )01( : اذا كان                                      ، وكان                         جد                      

    

 الحل :                                 

 

 

 مثال )00 (  :  اذا كان                                         ،        جد                            

 الحل :                                                       ، عندما  2س = 2           س = 0     

     

                                                    

 

 مثال )02 (  :  اذا كان                                         ،        جد                            

 الحل :                                                      

      0س =            4س = 4دما  عن ،                                                              
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 الاشتقاق الضمنً:

عندما تكون العلاقة بٌن المتغٌرٌن صرٌحة ) ص معرفة بدلالة س( نشتق ص باستخدام قواعد الاشتقاق ، 

 لكن أحٌانا  تكون العلاقة بشكل لٌس من السهل كتابة ص بدلالة س ، فنسمٌها علاقة ضمنٌة ، ونجد 

بطرٌقة تسم الاشتقاق الضمنً .              

 مثال )0(  :  اذا كان                                                           جد                ثم جد 

  (0،  0عند النقطة )                           

 الحل : نشتق طرفً العلاقة ضمنٌا بالنسبة لـ س: 

       

 ) تجمٌع الحدود التً تحوي على            على جهة واحدة(                                                   

      

) اخراج               عامل مشترك من الطرف الاٌمن (                                                      

 

(  =0،0عند النقطة )                  

 

 مثال )2( :  جد             عند النقطة )0 ، 0( فً العلاقة  

 

 الحل :  

:   (0، 0وبالتعوٌض فً النقطة )  
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 مثال)3(  :    اذا كان                                    ،

1، س <     2عندما ع =               جد                  

 

 الحل :                   

 

 

 

     
2 u]

s]uu2 s2 u u s            

 

 

                            2عندما ع = 

 

(1نهملها لان من معطٌات السؤال س<  0-) س =                                             

0س =                          

 

 

 

 مثال )4(  : جد              للعلاقة    

 الحل : 
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 مثال )4(  : جد              للعلاقة    

 الحل : 

  

 

 

  

 مثال )5(  : جد              للعلاقة    

 الحل : 

  

 

 

 

  

 مثال )6(  :  اذا كان                                                                                 جد      

(0،  0عند )                  

 الحل :   نضرب طرفً المعادلة بـ   س ص 

 

 

 

 

 

 

 

    

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( 0،  0عند )   
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 مثال )7(  : جد              للعلاقة                                             عند النقطة )0، 1(    

 الحل : 

  

 

 

 

 

 

 مثال )8(  :  جد النقطة عل منحنى                                      التً ٌكون عندها المماس أفقٌا  . 

 الحل  :  المماس افقٌا ٌعنً ان              عند نقطة التماس ٌساوي صفر 

          

 

 

 

 

1ص =                                                                                      عندما  

 لاٌجاد قٌمة الاحداثً السٌنً للنقطة :

9س =                                                                                      

(                                           1،  9النقطة هً )  
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 مشتقة الاقترانات المثلثٌة:

 تذكر: 

 

 

 

 

 

 قاعدة )0( : اذا كان                               ) س بالتقدٌر الدائري( فإن                                  

 مثال)0( :  اذا كان                                ، جد   

 الحل :  

                                   

 مثال)2( :  اذا كان                                ، جد   

 الحل :

                                   

 مثال)3( :  اذا كان                                  ، جد   

 الحل:

 

 مثال)4( : جد  معادلة المماس المرسوم لمنحنى                                  عند النقطة )          ، 0(

   الحل: مٌل المماس =  

 

    معادلة المماس :
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 قاعدة )0( : اذا كان                               ) س بالتقدٌر الدائري( فإن                               

 مثال )5( :   : اذا كان                                        ، أوجد                                              

 الحل :  

 

 

 قاعدة )3( : إذا كان                               ، فإن  

 البرهان :                                      

  

 

 

 قاعدة )4(   : اذا كان :                                 

 

 

 

 مثال)6( : إذا كان                                      جد   

 الحل :  

 

 

 مثال )7(  :  إذا كان                                      جد  

 الحل :  
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 مثال )8(   : إذا كان                                       أثبت ان    

 الحل :   

 

 

 

 

 مثال) 9( :  إذا كان  

  مجموعة قٌم س التً تجعل  جد               

 الحل  :  

 

 

                   

          1       0        -1       0       1         0       -1       0       1  

 

           

 مثال )01(  : إذا كانت                                ، س زاوٌة حادة ، أثبت أن : 

  

 الحل  :     

 

 

 

وهو المطلوب                                                                        
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 مثال )00( :  إذا كان                                                   ، أثبت أن :   

 الحل :   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 


