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 الوحدة الخامسة ) تطبٌقات على التفاضل( 

 اقترانات المتزاٌدة والمتناقصة : 

 تعرٌف: ٌكون منحنى الاقتران ق)س( المعرف على الفترة ] أ ، ب [ ،                                      :

(  2( >  ق)س  1، فإن ق)س 2> س 1عندما  س( متزاٌداً فً الفترة ] أ ، ب [ إذا تحقق الشرط : 1  

(  2( <  ق)س  1، فإن ق)س 2> س 1( متناقصاً فً الفترة ] أ ، ب [ إذا تحقق الشرط : عندما  س2  

(    2( =  ق)س  1، فإن ق)س 2> س 1ثابتاً فً الفترة ] أ ، ب [ إذا تحقق الشرط : عندما  س (3  

 

 مثال )1( :  فً الشكل المجاور ، حدد الفترات التً ٌكون فٌها منحنى الاقتران ق)س( متزاٌدا، أو 

 متناقصاً أو ثابتاً.

                                 

 

ب                   د         جـ             أ                                                  

 

 الحل :   ٌكون منحنى الاقتران  ق)س( ثابتاً فً الفترة ] أ ، جـ [

لأنه كلما زادت قٌمة س فً الفترة  [د  ً الفترة ]جـ ،ف متناقصاً ٌكون منحنى الاقتران  ق)س(            

تقل قٌمة ق)س( . [د  ]جـ ،            

نه كلما زادت قٌمة س فً الفترة لأ [ب  ، دً الفترة ]ف متزاٌداً ٌكون منحنى الاقتران  ق)س(            

تزٌد قٌمة ق)س(. [د  ]جـ ،            

 

 التزاٌد والتناقص باستخدام اختبار المشتقة الاولى:

 نظرٌة : إذا كان ق)س( اقتراناً متصلاً فً ] أ ، ب [ وقابلاً للاشتقاق فً                 فإن منحنى :

( الاقتران ق)س( ٌكون متزاٌداً فً الفترة ] أ ، ب [ اذا كانت  1   

( الاقتران ق)س( ٌكون متزاٌداً فً الفترة ] أ ، ب [ اذا كانت2   
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الاقتران ق)س( ٌكون ثابتاً فً الفترة ] أ ، ب [ اذا كانت  (3   

 

 مثال )2( : جد فترات التزاٌد والتناقص لمنحنى الاقتران ق)س( علماً بأن : 

               

 الحل : نبحث فً اشارة

          

2-،  1-،  1س =                                                                                     

سلوك الاقتران                                                                                                  

 

إشارة مشتقة الاقتران   ---------------- 0++++++ 0------------------- 0++++++++++         

                           1                        -1             -2  

   ٌكون منحنى الاقتران متناقصاً فً

فً متزاٌداً ٌكون منحنى الاقتران   

 

 مثال )3(  :  عٌن فترات التزاٌد والتناقص للاقتران  

 الحل : ق)س( متصل فً ح لأنه كثٌر حدود

          

                                             نجعل       

 

سلوك الاقتران                                                                                                  

 

إشارة مشتقة الاقتران   ----------------------------- 0+++++++++++ +++++++++++         

                                                    -1              
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 ٌكون ق)س( متناقصاً فً الفترة 

فً الفترة متزاٌداً ٌكون ق)س(   

 

 مثال)4(  : عٌن فترات التزاٌد والتناقص للاقتران  

 الحل : ق)س( متصل على ح – } -1 { لأنه اقتران نسبً وكل من البسط والمقام كثٌرا حدود ، واستثناء 

لأنها صفر المقام 1-س=               

  

 نجعل                                                                           لا ٌوجد س بحٌث  

 

سلوك الاقتران                                                                                                  

 

++++++++++++++++   إشارة مشتقة الاقتران 0+++++++++++ +++++++++++         

                                                    -1             

 ٌكون منحنى ق)س( متزاٌدا فً الفترتٌن 

 

 مثال )5( : أثبت أن منحنى الاقتران                                        اقتران فً الفترة   

  الحل :  ق)س( متصل على الفترة                 لأنه مجموع كثٌر حدود  و  ظا س 

       

سلوك الاقتران                                                                                                  

 

+++++++++++++++                             إشارة مشتقة الاقتران                                   

                                                                      

 ٌكون منحنى ق)س( متزاٌدا فً الفترة  
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 مثال )6( : عٌن فترات التزاٌد والتناقص للاقتران ق)س( = } 

فً الفترة                  

 الحل : ق)س( متصل فً                 ما عدا عند    

                              {  

 

غٌر موجودة لأن ق)س( غٌر متصل عند                        

 

لكن                                                                             

            

لكن                                                                            

فً الفترة                                        

                                                                                                 

سلوك الاقتران                                                                                                      

++++++++++               إشارة مشتقة الاقتران 0+++++++++++++                               

                                                                             0  

 وٌكون ق)س( متزاٌداً فً الفترتٌن 

 مثال )7( : إذا كان ق)س( ،  هـ)س(  قابلٌن للاشتقاق على ح، وكان

  حدد فترات التزاٌد والتناقص الاقتران ك)س( ، علماً بأن              

 الحل :   ك)س( متصلا لأنه مجموع تربٌع اقترانٌن متصلٌن وكثٌر حدود .

  

 

 

  

    

  

    

  

       غٌر موجودة  ، 
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   0س =                 0س = 2                                          نجعل

                                                                                                                        

سلوك الاقتران                                                                                                   

إشارة مشتقة الاقتران   ----------------------------- 0++++++++++++++++++ ++++         

                                                      0      

ومتناقصاً فً الفترة                  ٌكون ك)س( متزاٌداً فً الفترة   

 مثال ) 8( : ٌمثل الشكل المجاور منحنى                     للاقتران ق)س( كثٌر حدود .

(  عٌن فترات التزاٌد والتناقص للاقتران ق)س( 1                

( أوجد مجموعة حل المتباٌنة          2                

 الحل  : ق)س( متصل وقابل للاشتقاق على ح  لأنه كثٌر حدود 

 

                                                                                             4        3       2  

                                                                                                                        

                                                                                                                        

سلوك الاقتران                                                                                                      

++++++++++++ إشارة مشتقة الاقتران0----------------------------0+++++++++++          

                               4                                 2  

 ق)س( متزاٌد فً الفترة 

   متناقص أي على الفترة                    عندما (                              2

  متزاٌد أي على الفترة                     عندما                                 

                              مجموعة حل المتباينة                            هي 

لأن المتباٌنة بدون مساواة  3الفترة مفتوحة من جهة   
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 القٌم القصوى 

تعرٌف القٌم القصوى : لٌكن ق)س( اقتراناً معرفاً على المجال )ع(، ولتكن                  ، عندها ٌكون 

للاقتران ق)س( :                             

( قٌمة عظمى محلٌة عند س = جـ هً ق)جـ( إذا وجدت فترة مفتوحة )ف( تحوي جـ بحٌث أن 1  

لجمٌع قٌم                                      

( قٌمة صغرى محلٌة عند س = جـ هً ق)جـ( إذا وجدت فترة مفتوحة )ف( تحوي جـ بحٌث أن 2  

لجمٌع قٌم                                        

( قٌمة عظمى مطلقة عند س = جـ وهً ق)جـ( إذا كانت                              لجمٌع قٌم3  

( قٌمة صغرى مطلقة عند س = جـ وهً ق)جـ( إذا كانت                             لجمٌع قٌم    4  

 وتسمى كل من القٌم العظمى والصغرى قٌماً قصوى، سواء كانت محلٌة او مطلقة 

 

مثال)1( : بالاعتماد على الشكل المجاور لمنحنى الاقتران ق)س( فً الفترة ]-2، 2 [. جد القٌم القصوى 

المحلٌة والمطلقة )إن وجدت(                                                                 

 الحل :                                                           ق)س(                                           

2-ٌوجد للاقتران قٌمة صغرى محلٌة عند س =    

( 2-وهً ق)  

                                                                                   2        1            -1      -2 

    1-عند س =  ومطلقة ٌوجد للاقتران قٌمة عظمى محلٌة

(1-وهً ق)  

(.2وهً ق) 2ٌوجد للاقتران قٌمة صغرى محلٌة ومطلقة عند س =   

 

 مثال)2( : اذا كان ق)س( =4 ،                       جد القٌم القصوى المحلٌة للاقتران ق)س(.

 الحل :  حسب التعرٌف                             ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة وهً =4 لأن

لأن 4حسب التعرٌف                             ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة وهً = كما أنه           
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 تعرٌف :  تسمى النقطة                      نقطة حرجة للاقتران ق)س( ، إذا كانت :

(             مجال ق)س(1          

(                          أو                    غٌر موجودة2          

 

 مثال)3( :   عٌن جمٌع النقاط الحرجة للاقتران ق)س( = }

فً الفترة                         

 الحل :  ق)س( متصل فً الفترتٌن لانهما كثٌرا حدود 

) نقطة تحول (  2عند س =           

  1=  3 -4( = 2ق)        

  2ق)س( متصل عند س=                                                                

   

                         

2> س >  1-س   ، 2= }                            

3> س > 2،      1-                                 

3-،  2غٌر موجودة  ، س =                                 

      

غٌر موجودة                                                                  

غٌر موجودة لأنها طرف فترة                                                              

 نجعل                                   

     بحٌث                              ولا ٌوجد قٌم لـ                             

 النقط الحرجة  هً :  )0 ، ق)0(( ، )2 ، ق)2(( ، )3 ، ق)3(( 

                       ( :0  ،-3 (  ،   )2  ،1  (  ،   )3  ،0 )  

 

  

  

    

  

    

  

  

  

  

  

  

  

    

    



871 
 

 ملاحظة :                     غٌر موجودة عند :

(  أطراف الفترة المغلقة المعرف علٌها الاقتران 1  

إذا كان                   اقتران نسبً  فتكون غٌر موجودة عند أصفار المقام( 2  

 3( إذا كان                   اقتران متشعب  فتكون المشتقة  غٌر موجودة عند : نقاط عدم الاتصال، 

التحول.و عند                                             لنقاط     

 

 مثال)4( : جد النقط الحرجة للاقتران 

  الحل :  

                 

2،   0س =               

               [-2  ،3 ]  

               [-2  ،3 ]  

                غٌر موجودة  : عند الاطراف : س = -2 ، 3

ٌوجد نقطة حرجة 2-عند   س = [                   3،  2-]]                   

ٌوجد نقطة حرجة 3عند س = [                  3،  2-]                     

 النقاط الحرجة  هً :  )0 ، ق)0(( ، )2 ، ق)2(( ، ) -2 ، ق)-2(( ، )3 ، ق)3(( 

                       (   :0  ،0 (    ،   )2  ،4 (   ،   )-2  ،20 (     ، )3  ،0 )  

 مثال )5( : جد النقط الحرجة للاقتران  

 الحل : 

                                                  

 

    

  :غٌر موجودة  عند الاطراف                           
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 النقط الحرجة هً : ) 0 ، ق)0((  ،                        ،  

                       (0  ،0   ،                       ،      )  

  

 مثال )6( : جد النقط الحرجة للاقتران  

 الحل : 

                                                  

 

    

  :غٌر موجودة  عند الاطراف                                

    

  عند أصفار مقام المشتقة  :  غٌر موجودة                               

                             

  

النقط الحرجة هً : ) 0 ، ق)0((  ،  ) 2 ، ق)2(( ، )-2 ، ق)-2(( ، )3 ، ق)3(( ، )-3 ، ق)-3((      

                                         (    ،2  ،0  (   ،  )-2  ،0   ،   )  

  

 مثال )7( : جد النقط الحرجة للاقتران

 الحل :  اعادة تعرٌف الاقتران :    

  2،  0س =                                                                            

                +++++++++++++++--------------------  ++++++++++++  

                                3          2           1          0  

  

ق)س( = }            
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لأنه كثٌر حدود [ 3،  1متصل على ] ق)س(   

                  { =  

 

2،  3،  1غٌر موجودة     ،   س =                             

    

غٌر موجودة                                                                  

  :    غٌر موجودة  عند الاطراف                            

    

                                 

    

 

النقط الحرجة هً : ) 1 ، ق)1(( ،  ) 2 ، ق)2(( ، )3 ، ق)3((                                             

                         (1  ،1 (   ،     )2  ،0 (   ،     )3  ،3 )     

 

 القٌم القصوى باستخدام اختبار المشتقة الاولى والثانٌة :

 اختبار المشتقة الاولى لتعٌٌن القٌم القصوى :

 

 إذا كان ق)س( اقترانا متصلا فً الفترة ] أ ، ب [ وكانت ) جـ ، ق)جـ(( نقطة حرجة للاقتران ق)س( ،

:فإنه                       

أ > س > جـ  ، وكان                        عندما جـ > س > ب إذا كان                        عندما( 1  

ٌر موجودةغة                                                         غٌر موجود                        

  ++++++++++++       إشارة  --------------------                                 

  ب                        جـ                        أ                                
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ق)جـ( قٌمة عظمى محلٌة للاقتران ق)س(  فإن     

                      

إذا كان                        عندما أ > س > جـ  ، وكان                        عندما جـ > س > ب( 2  

ٌر موجودةغ   ة                                                       غٌر موجود                        

إشارة         ----------------------+++++++++++                                    

ب                        جـ                        أ                                   

محلٌة للاقتران ق)س( صغرىق)جـ( قٌمة  فإن     

 مثال)1( : جد النقط الحرجة والقٌم القصوى )إن وجدت( للاقتران  

 الحل   : 

                          

المجال                                                                   

3-،  3عند س =                    الأطرافغٌر موجودة  عند                                  

18=  9- 27(  = 3ق)                2-=  3-1( = 1ق)  

18-=  9+  27-( = 3-ق)            2=  3+  1-( = 1-ق)  

( 18-،  3-( ، )  18،  3( ، )2،  1-( ، )  2-،  1النقط الحرجة : )  

ة                                                                         غٌر موجودةوجودغٌر م          

++++++++++++       إشارة  --------------------+++++++++                 

           3                   1                     -1                        -3    

وهً قٌمة عظمى محلٌة و مطلقة   18( = 3، ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة وقٌمتها ق) 3عند س =   

2( = 1-، ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة وقٌمتها ق) 1-عند س =   

وهً قٌمة صغرى محلٌة و مطلقة   18-( = 3-، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة وقٌمتها ق) 3-عند س =   

2-( = 1ا ق)، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة وقٌمته 1عند س =   
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 مثال)2( : جد النقط الحرجة والقٌم القصوى )إن وجدت( للاقتران  

 الحل   :  المجال هو ح                    لا ٌوجد أطراف 

                          

                                                                 

                                                  

                 4-=   3-2-1( = 1ق)

(  4-،  1: ) النقط الحرجة  

         

إشارة           --------------------+++++++++  ++            

                                1  

4-( = 1وقٌمتها ق)ومطلقة  ، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة 1عند س =   

 

 ملاحظة : ) إذا كان عند                 قٌمة عظمى ، تلغً القٌمة العظمى المطلقة عند أي نقطة اخرى(

قٌمة صغرى ، تلغً القٌمة الصغرى المطلقة عند أي نقطة اخرى(                 ) إذا كان عند              

 

 مثال) 3(  : جد القٌم القصوى )ان وجدت( للاقتران  

 الحل :  

 

 

 

غٌر موجودة عند الأطراف                                            

                               ،                          ،  
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إشارة           --------------------+++++++++++              

                                                          0  

، وقٌمتها     0ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة ومطلقة عند س=   

   ، وقٌمتها                   ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة  عند

 ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة ومطلقة عند                    وقٌمتها 

    

 مثال)4( : جد القٌم القصوى )إن وجدت( للاقتران  

 الحل   : 

                          

                  ليست حرجة                                                                   

1،  3-عند س =                    غٌر موجودة  عند الأطراف                                 

32=  5+  18+ 9(  = 3-ق)                0=  5+6-1( = 1ق)  

( 32،  3-( ، )  0،  1النقط الحرجة : )  

 

 

ة                                                                         غٌر موجودةغٌر موجود          

إشارة         -----------------------------------------------------------               

           1                                                                    -3    

   32( = 3-وقٌمتها ق) ومطلقة ، ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة 3-عند س = 

0( = 1وقٌمتها ق) ومطلقة محلٌة صغرى، ٌوجد قٌمة  1عند س =   

    

 مثال)5( : جد القٌم القصوى )إن وجدت( للاقتران
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 الحل  :  اعادة تعرٌف | س -2 |                 س – 2 = 0                س = 2

                                     ++++++++++---------------------    

                                                       2  

  })س( = }                                                 =  ق

 

 

                {  

 

2غٌر موجودة     ،    س =                       

 

غٌر موجودة                                                                

 

                         

 

 

                         

 

                                                                                  

إشارة         -------------------  +++++++ ------------  ++++++++             

                            2                               0   

0( = 0، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة ومطلقة وقٌمتها ق) 0عند س =   

  ، ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة وقٌمتها                   عند

0( = 2، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة ومطلقة وقٌمتها ق) 2س =  عند  
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 مثال)6( : جد القٌم القصوى )إن وجدت( للاقتران  

الحل   :                       غٌر موجودة عند الأطراف                 عند س = -1 ، س = 4            

      

                          

                                                                 

   

                                                

         

إشارة      ++++++++ +++++++++ ----------------           

        4                 3                 0                -1  

( = 1-، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة ومطلقة وقٌمتها ق) 1-عند س =   

( =3قٌمة عظمى محلٌة ومطلقة وقٌمتها ق) ، ٌوجد 3عند س =   

0( = 4، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة وقٌمتها ق) 4عند س =   

 مثال)7( : جد القٌم القصوى )إن وجدت( للاقتران  

 الحل   :                       غٌر موجودة عند الأطراف                 عند س = 0 ،                   

                          

                                                                 

              غٌر موجودة عند أصفار المقام                            

                                                

         

إشارة       ++++++++  ----------------           

                                             0                 
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  0 ( =0، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة ومطلقة وقٌمتها ق) 0عند س = 

، ٌوجد قٌمة عظمى محلٌة ومطلقة وقٌمتها                    عند  

   وقٌمتهاومطلقة ، ٌوجد قٌمة صغرى محلٌة                  عند 

 

 مثال)8( : اعتماداً على الشكل أدناه الذي ٌمثل منحنى                   ، جد قٌم س التً ٌكون عندها نقط 

حرجة ، وفترات التزاٌد والتناقص للاقتران ق)س( والقٌم القصوى المحلٌة .              

 

 

 

 

 

                 6         4          2                     -2          -4        -6  

 

 

 النقاط الحرجة :                     غٌر موجودة  عند الأطراف  : عند س = -6 ، عند س = 6

0، س =  4-، س= 4: عند س =  ٌعنً عند نقاط  التقاطع مع محور السٌنات                               

 النقط الحرجة : )-6 ، ق)-6(( ، ) 6 ، ق)6(( ، ) 4 ، ق)4(( ، )-4 ، ق)-4(( ، ) 0 ، ق)0((

 فترات التزاٌد الناقص للاقتران ق)س( :  نبحث اشارة 

سلوك ق)س(                                                                                                         

  إشارة   ---------------------0+++++++++++0------------------- 0+++++++++++ 

6                      4                       0                       -4                       -6  

[ 6،  4[  ، ]  0،  4-]:  فً الفترات اً ق)س( متزاٌد  

[  4،  0[ ، ] 4-،  6-ق)س( متناقصاً فً الفترات : ]  
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 القٌم القصوى المحلٌة : 

(6-وقٌمتها ق) ٌوجد قٌمة  عظمى محلٌة 6-عند س =   

(4-محلٌة وقٌمتها ق) صغرىٌوجد قٌمة   4-عند س =   

(0ٌوجد قٌمة  عظمى محلٌة وقٌمتها ق) 0عند س =   

(4محلٌة وقٌمتها ق) صغرىٌوجد قٌمة   4عند س =   

(6ٌوجد قٌمة  عظمى محلٌة وقٌمتها ق) 6عند س =   

 اختبار المشتقة الثانٌة لتعٌٌن القٌم القصوى :

 نظرٌة : إذا كان ق)س( اقترانا قابلا للاشتقاق على فترة مفتوحة تحوي جـ ، وكان 

فإنه :           

(  إذا كان                             فإن ق)جـ( قٌمة عظمى محلٌة 1  

.                    ( إذا كان                             فإن ق)جـ( قٌمة صغرى محلٌة2  

 ٌمثل الشكل التالً منحنى ق)س( حٌث ، حٌث                       ، أي أن 

 المماس عند جـ أفقٌاً ،                          )لأن المماسات فً جوار جـ 

 تقع فوق المنحنى ، وهذا ٌعنً أن ق)جـ( قٌمة عظمى محلٌة.                                     جـ 

 مثال)9( :  باستخدام اختبار المشتقة الثانٌة ، جد القٌم العظمى والصغرى )ان وجدت( للاقتران 

      

  الحل:            

1،  1-س =                                                                                                           

      

4-( = 1قٌمة  صغرى محلٌة وقٌمتها ق) 1ٌوجد عند س =                                                

  4( = 1-محلٌة وقٌمتها ق) عظمىقٌمة   1-ٌوجد عند س =                                             

 

. 

  

  

  

  

  

  

  

  

      

  

  

  

ملاحظة : إذا كان       أو غٌر موجودة ، فإن اختبار المشتقة الثانٌة ٌفشل 

الى اختبار المشتقة الاولى  وعندها نعود  
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 مثال)10(  :  إذا كان                                                أوجد القٌم القصوى المحلٌة للاقتران.

   الحل : 

                              0س =                                                                                 

           

نعود لاختبار المشتقة الأولى                  اختبار المشتقة الثانٌة ٌفشل                                        

 

إشارة      --------------------------------++++++++++++++++++++       

                                             0  

0( = 0قٌمة صغرى محلٌة وقٌمتها ق) 0ٌوجد عند س =   

 

 

 

 

 التقعر ونقطة الانعطاف:

 بالرجوع للشكل المجاور الذي ٌمثل منحنى  

الاقتران متزاٌد على ح*   

  0بعد س =  ، ٌختلف عن اتجاه تقوس المنحنى 0اتجاه تقوس المنحنى قبل س = * 

المنحنى ٌقع  0، المنحنى ٌقع تحت جمٌع مماساته ، وعندما س <   0) عندما س >      

فوق جمٌع مماساته(        

ٌُقال لمنحنى الاقتران ق)س( أنه مقعر للأعلى فً فترة من مجاله، إذا كان دائماً   تعرٌف : 

فوق جمٌع مماساته فً هذه الفترة .            

وأنه مقعر للأسفل ، إذا كان دائماً تحت جمٌع مماساته فً هذه الفترة .           
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 نظرٌة: )اختبار التقعر باستخدام المشتقة الثانٌة( 

 إذا كان ق)س( اقتراناً متصلاً على ]أ ، ب[ ، وكانت                   ،                    معرفٌن على 

، فإنه :                   

فان ق)س( ٌكون مقعراً للأعلى                        لجمٌع قٌم                              ( إذا كانت1  

فً الفترة ] أ ، ب[      

( إذا كانت                         لجمٌع قٌم                         فان ق)س( ٌكون مقعراً للأسفل 2   

  فً الفترة ] أ ، ب[    

 

 مثال)1( : إذا كان                                                        ، عٌن الفترات التً ٌكون فٌها منحنى 

الاقتران ق)س( مقعراً للأعلى ، والفترات التً ٌكون فٌها منحنى ق)س( مقعراً للأسفل              

 الحل :   

 

2-س =             12-س = 6            0=  12س + 6                            نبحث فً اشارة      

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

إشارة     ----------------------------+++++++++++++++++          

                                         -2  

ق)س( مقعر للأسفل فً الفترة               2-عندما  س >                      

ق)س( مقعر للأعلى فً الفترة               2-عندما  س <                      

( التً ٌغٌر عندها منحنى الاقتران اتجاه تقعره 15،  2-(( = )  2-، ق)  2-)  النقطة           

تسمى نقطة انعطاف لمنحنى ق)س( .          

 

 تعرٌف :  ) نقطة الانعطاف (

 لٌكن ق)س( اقتراناً متصلاً عند س = جـ ، تسمى النقطة ) جـ ، ق) جـ (( نقطة انعطاف لمنحنى الاقتران 
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 إذا غٌر منحنى الاقتران ق)س( اتجاه تقعره عند النقطة جـ من أعلى الى أسفل أو بالعكس. 

 

 ملاحظة : عند نقطة الانعطاف ) جـ ، ق) جـ (( تكون                           أو غٌر موجودة ، إلا أنه 

جود نقطة الانعطاف لولٌس شرطاً كافٌاً      

  :   مثال

( لٌست نقطة انعطاف لمنحنى ق)س( لأنه مقعر للأعلى  0،  0(( = )0، ق) 0رط لكن النقطة )تحقق الش

 دائما.

 

 

 

 مثال)2( : ٌمثل المنحنى التالً منحنى                    للاقتران ق)س( المتصل على الفترة ] -3 ، 4 [ 

   عٌن مجالات التقعر للأعلى وللأسفل لمنحنى ق)س( ( 1

3-                 4                                 نقطة/ نقط الانعطاف )إن وجدت( ن( ع2ٌ  

 الحل :  بما أن الشكل ٌوضح إشارة                   :

[ 0،  3-على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة ]                        *  

[ 4،  0*                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة ]   

وٌغٌر المنحنى اتجاه تقعره  0ند س = (( هً نقطة الانعطاف لأن ق)س( متصل ع0، ق) 0* النقطة ) 

 عندها .

 

 مثال)3( : إذا كان                                                  ، أوجد :

(  فترات التقعر للأعلى و للأسفل لمنحنى ق)س( 1   

( نقطة / نقط الانعطاف ) إن وجدت(2   

 الحل :  
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لا يوجد                                                                            

0س =                                           0غير موجودة عندما المقام =                            

          

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

       إشارة    ----------------------------+++++++++++++++++        

                                         0  

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

لأنه لٌس معرفا عندها   0ولكن ق)س( غٌر متصل عند س =  0*   الاقتران ٌغٌر تقعره عند س =   

نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(  لا توجد                 

 

 مثال)4( : إذا كان                                                                   ، أوجد :

  ( نقطة / نقط الانعطاف ) إن وجدت(2    (  فترات التقعر للأعلى و للأسفل لمنحنى ق)س(1 

 الحل:  

   

     

                                                                                    

                                                              2، س =  0س =                      

          

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

       إشارة     -------------------- ++++ ++++++ -------------------      

                            2                    0  
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 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

   منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة                        وكذلك على الفترة                        

( نقطة انعطاف لمنحنى ق)س( 0،  0(( = ) 0، ق) 0*  النقطة )   

( نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(16،  2(( = ) 2، ق) 2النقطة )      

 

 مثال)5( : إذا كان                                                                   ، أوجد :

( نقطة / نقط الانعطاف ) إن وجدت( 2(  فترات التقعر للأعلى و للأسفل لمنحنى ق)س(    1   

 الحل:  

   

    

  الاول والثانً وسالب فً الربع الثالث والرابع(اقتران الجٌب موجب فً الربع ) 

          

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

       ++++++++++       إشارة -------------------                              

                                                                           0  

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

بما أن الاقتران متصل عند                       وٌغٌر اتجاه تقعره فً جوارها          

نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(                                             النقطة     

 

 مثال )6(  :  اذا كان

( حدد فترات ) مجالات ( التزاٌد والتناقص 2(  جد النقط الحرجة         1     

  

      

  

    

  

  

  

  

  

  
  

  
    

  

    

    

  

  

  



891 
 

( عٌن مجالات التقعر 4( حدد القٌم القصوى )العظمى والصغرى(     3     

( جد نقطة/ نقط الانعطاف )إن وجدت(5     

 الحل :   

 

 

 

  5،  5-عند الأطراف             س =  غٌر موجودة                      

((3-، ق) 3-(( ، ) 4، ق) 4(( ، ) 5، ق) 5(( ، ) 5-، ق)5-( النقط الحرجة : )1  

                                      :،                     ،                   ،  

2)  

إشارة                       ++++++++++------------------------------- ++++++++++++  

     5                     4                                   -3                      -5  

   [ 5،  4[  ، ]  3-،  5-ق متزاٌد على الفترة  ] 

      [ 4،  3-ق متناقص على الفترة ] 

( = 3-وقٌمتها ق)  3-( ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم عظمى  محلٌة ومطلقة  عند س = 3  

  ( =5وقٌمتها ق)  5ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم عظمى  محلٌة  عند س =     

( = 4وقٌمتها ق)  4ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم صغرى  محلٌة ومطلقة  عند س =      

( = 5-وقٌمتها ق)  5-ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم صغرى  محلٌة  عند س =      

 

4)   
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  إشارة     --------------------------------------- +++++++ ++++++++++         

     5                                                                                    -5  

                                                                           

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

بما أن الاقتران متصل عند                       وٌغٌر اتجاه تقعره فً جوارها          

  (سنقطة انعطاف لمنحنى ق)                                             النقطة   

 

 مثال )7(  : استخدم الشكل التالً الذي ٌمثل منحنى                    لإٌجاد ما ٌلً : 

. نقط حرجة للاقتران ق)س(س التً ٌوجد عندها  ( قٌم1  

( مجالات التزاٌد والتناقص للاقتران ق)س(.           2  

3-                          3(.                                      ( نقط القٌم القصوى للاقتران ق)س3  

( مجالات التقعر للأعلى وللأسفل لمنحنى ق)س( .    4  

( نقطة/ نقط الانعطاف للاقتران ق)س(.5  

 الحل : 1(                          عند س = -3 ، 3    )      نقط حرجة   (

        2)   

  إشارة     ++++++++++ ---------------------------+++++++++                           

                                            3                              -3  

  متزاٌد على الفترة                            ،  ق)س(

 ق)س( متناقص على الفترة

 

((3-،ق)3-( ، نقطة قٌمة عظمى )3-وقٌمتها ق)  3-( للاقتران ق)س( قٌمة عظمى محلٌة عند س = 3  

((3،ق)3) صغرى( ، نقطة قٌمة 3وقٌمتها ق)  3للاقتران ق)س( قٌمة صغرى محلٌة عند س =      

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

-4  
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(                        متزاٌد على الفترة   4  

متناقص على الفترة                                 

 

 

إشارة     ---------------------------------+++++++++++++++++                   

                                                   0  

                                                                   

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

بما أن الاقتران متصل عند                       وٌغٌر اتجاه تقعره فً جوارها          

نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(                     النقطة     

 تطبٌقات على القٌم القصوى:

 مثال)1( : عددان مجموعهما 12 ، جد العددٌن بحٌث ٌكون مجموع مربعٌهما أصغر ما ٌمكن .

 الحل : نفرض أن العددٌن : س ، ص

س – 12ص =             12س + ص =           

مجموع مربعٌهما =          

      

 

 

  نجعل

           

إشارة           ------------------------------- 0+++++++++++++++++                     

                                                       6                               
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6= 6 – 12ص =                   6ٌوجد للاقتران م قٌمة صغرى عند س =   

 أو ٌمكن الحل باستخدام اختبار المشتقة الثانٌة : 

     6ٌوجد قٌمة صغرى عند س=                                                                                 

                                            

 مثال)2( :  ما مساحة أكبر مستطٌل ٌمكن تكوٌنه بحٌث ٌكون مجموع بعدٌه 20 سم ؟

 الحل : نفرض أن بعدي المستطٌل : س ، ص

س – 20ص =                      20س + ص =           

 مساحة المستطٌل = م  =  

 

  نجعل

           

+++++++++++++++++         إشارة   0--------------------------------                    

                                                       10                               

سم  10= 10  – 20ص =          سم          10ٌوجد للاقتران  م  قٌمة عظمى عند س =   

  2=                            سم مساحة أكبر مستطٌل ٌمكن تكوٌنه

 

مثال )3 ( : أوجد مساحة أكبر مستطٌل ٌمكن رسمه فوق محور السٌنات بحٌث ٌقع أحد بعدٌه منطبقاً 

   ورأساه الآخران على منحنى  على محور السٌنات

الحل : المنحنى هو قطع مكافىء                                                                         )0، 12( 

     

نقطة رأسه =          

  سالب                                             ص  2مقعر للأسفل لان معامل  س       

  س      س                                                                                                   

 مساحة المستطٌل = م  = 
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 نجعل

                  2-،  2س =                     

           

إشارة           ---------------------- 0+++++++++++ 0 -------------------                    

                                         2                        -2              

  8=  4 – 12=   2(2)  – 12ص =                   2ٌوجد للاقتران  م  قٌمة عظمى عند س = 

                             وحدة مربعة  32( = 8( )2)2=  رسمهمساحة أكبر مستطٌل ٌمكن 

 

 

مثال )4( : جد مساحة أكبر مستطٌل ٌمكن رسمه بحٌث ٌكون أحد بعدٌه منطبقاً على محور السٌنات 

(12، 2)                                                                     ورأساه الاخران على منحنى   

 الحل : : المنحنى هو قطع مكافىء                                                                       

نقطة رأسه =          

  سالب                                             ص  2مقعر للأسفل لان معامل  س       

  2      س                                                                                               

      

                                                                                          

 مساحة المستطٌل = م  =

  

 

 نجعل

                  4،  0س =                     
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إشارة           ---------------------- 0+++++++++++ 0 -------------------                    

                                         4                        0              

  8=  16+16 – 8( = 4)4+  2(4)  – 8ص =             4ٌوجد للاقتران  م  قٌمة عظمى عند س = 

                             وحدة مربعة  32( = 8( )2- 4)2=  رسمهمساحة أكبر مستطٌل ٌمكن 

    

مثال )5( : انطلق جسٌم للأعلى من النقطة أ بسرعة 2 م/ث ، وفً نفس اللحظة انطلق جسٌم من النقطة 

م/ث . جد الزمن الذي ٌجعل المسافة بٌن الجسٌمٌن أقل ما ٌمكن علماً أن المسافة بٌن  4ب ٌساراً بسرعة 

/أ                             م.                                                      10النقطتٌن أ ، ب تساوي   

 الحل :  للجسم أ :                                                                       ف                    2ن 

ب                                            أ                                                للجسم ب :          

ن4 -10/             ب     ن4                                                                             

  حسب نظرٌة فٌثاغورس : 

:   نشتق ضمنٌا ف بالنسبة لـ ن  

                                   

 

   نجعل

)مرفوضة(  0ف=           0ف = 2               0غٌر موجودة             المقام =                 أو  

                                      

           

إشارة           -------------------- 0+++++++++++                                               

                                                                   2                                      

ث 2المسافة أقل ما ٌمكن  عندما  ن =   
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 مثال )6( : ما مساحة أصغر مثلث ٌمكن رسمه فً الربع الأول ، بحٌث ٌكون وتره ماراً بالنقطة )3 ، 4(

وضلعاه الآخران منطبقان على المحورٌن .                                                      ب               

 الحل :                                                                              )3 ، 4( د         

                      4من تشابه المثلثات :                                                                          

م              3(  3 -أ   )س                                                                                      

                                                                                                

 مساحة المثلث = م =

                               

  3، س <                                                                                             

  

 

  6) نهملها (   ، س =  0س =                  

   0المقام =            غٌر موجودة    

) نهملها لأنها لا تنتمً للمجال( 3س =                  

                                      

           

إشارة                   ------------------- 0+++++++++++                                               

                                                                   6               3      0                           

                    6غر مساحة عندما س = صأ

وحدة مربعة                                                   
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 مثال )7( : جد مساحة أكبر مستطٌل ٌمكن رسمه داخل دائرة قطرها 10 سم .

 الحل :  

                                                                                       

ص       م                                                                              

س                                                                                       

نهمل القٌمة السالبة( )                                            

 

 مساحة المستطٌل =  

 

 

     

 

10> س > 0،                                                     

 

                                       

 

( القٌمة السالبة نهملها)    

                                               

         0المقام =                   غٌر موجودة        

القٌمة السالبة )نهملها (                                       100=   2س                     
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+++++   إشارة  0-------- ------------ 0+++ +++++++                                               

                                                 10                                0  

                                                                                                              

                         غر مساحة عندما صأ

  

 

  2سم                                             
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 الوحدة السادسة ) التكامل( :

 التكامل غٌر المحدود 

 تعرٌف معكوس المشتقة : إذا كان الاقتران ق)س( متصلا على الفترة ] أ ، ب[ فان م)س(  ٌسمى 

معكوس المشتقة )أو الاقتران الاصلً أو الاقتران البدائً( للاقتران ق)س(                                

إذا كان :                                  

 مثال)1( :  تحقق من أن الاقتران م )س( =               اقتران بدائً  للاقتران ق)س( =   

 الحل :                            = ق)س(             م)س( اقتران بدائً للاقتران ق)س( 

 مثال)2( : جد اقتراناً  بدائٌاً للاقتران ق)س( = 2س 

 الحل : حسب التعرٌف ٌمكن أن ٌكون                           اقتراناً بدائٌاً للاقتران ق)س( لأن 

        

ٌكون أٌضاً                                 اقتراناً بدائٌاً للاقتران ق)س( لأن  وٌمكن أن         

      

 قاعدة : إذا كان م)س( اقتراناً بدائٌاً للاقتران ق)س( فإن : م)س( + جـ  هً الصورة العامة لأي 

اقتران بدائً للاقتران ق)س( حٌث جـ ثابت.            

 ملاحظة :) الفرق بٌن أي اقترانٌن بدائٌٌن لاقتران معٌن ٌساوي ثابتاً دائماً (

 مثال)3( : إذا كان م)س( ، هـ)س( اقترانٌٌن بدائٌٌن للاقتران المتصل ق)س( وكان 

  هـ )س( ، جد   –ل)س( = م)س(             

 الحل : بما أن م)س( ، هـ )س( اقترانٌٌن بدائٌٌن للاقتران ق)س(            م)س( – هـ)س( = جـ

  )ثابت(                                                ل)س( = جـ                   

 مثال)4( : بٌن فٌما إذا كان الاقتران                               اقتراناً بدائٌاً للاقتران   

 الحل :

              

س(0للاقتران قم)س( اقتران بدائً   
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 تعرٌف : 1( تُسمى مجموعة كل من الاقترانات البدائٌة للاقتران ق)س( بالتكامل غٌر المحدود للاقتران 

ٌُرمز له بالرمز :                   ق)س( بالنسبة لـ س ، و

           

( إذا كان                                                                                  جـ ثابت )ثابت التكامل(2  

( إذا كان ق)س( اقتراناً متصلاً فان :3  

                                           

 مثال)5( : إذا كان ق)س( اقتراناً متصلاً وكان :  

(  ، 2جد ق)              

   الحل : بما أن ق )س( اقتران متصل 

 

 

 مثال )6(  : إذا كان م)س( ، هـ)س( اقترانٌٌن بدائٌٌن للاقتران ق)س( ، وكان 

( 1، جد هـ )    4( = 3هـ )               

 الحل :   الفق بٌن م)س( ، هـ )س( = ثابت = جـ

هـ )س( = جـ                      –م)س(           

                  

 

 

 

 مثال )7( : إذا كان  م)س( ، هـ )س( اقترانٌٌن بدائٌٌن للاقتران المتصل ق)س( ، وكان ق)4( 7،

، فما قٌمة                                          

 الحل : 
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 قواعد التكامل غٌر المحدود :  

1                                )                              2)  

   

3                                                              )4 )  

  

1                                                              )2)  

   

3                                                              )4                         )  

 خواص التكامل غٌر المحدود : 

 إذا كان ق)س( ، هـ )س( اقترانٌن قابلٌن للتكامل ، فإن:

1)  

  

2  )  

. وٌمكن تعمٌمها على أكثر من اقترانٌن         

 مثال )8( : جد كلا من التكاملات الآتٌة :  

1)  

 

2 )  

 

  )3 
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4)  

 

 

5  )  

 

6 )  

 

 مثال )9( :  إذا كان                                     ، وكان ق)1( = 5 ، جد ق)2(

 الحل :     

 

 

 

 

 مثال)10( : إذا كان المستقٌم ص = س + 2 ٌمس منحنى الاقتران ق)س( عند س = 0 ، وكان

، جد قاعدة الاقتران ق)س( .                                             

 الحل :   

                                  

) مشتقة الاقتران نقطة التماس عند نقطة التماس(                                                               

   1=   1جـ                                            

 

2=  2+  0نقطة التماس تحقق معادلة التماس              ص =   

  2( = 0(  أٌضا تحقق معادلة قاعدة الاقتران ق)س(              ق)2،  0) 

  2=   2جـ            2=   2+ جـ 0+  0
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 مثال )11( :  إذا كان                                ، جد معادلة منحنى الاقتران ق)س( علماً بأنه 

( 1،  1-( ، ) 3،  1ٌمر بالنقطتٌن )                   

 الحل :                

 

 

       1=   2+ جـ 1جـ             3=   2+ جـ 1+ جـ 2            3( = 1ق)          

  3=   2+ جـ 1جـ -             1=   2+ جـ 1+ جـ 2-            1( = 1-ق)         

2=   2جـ           4 =  2جـ 2                                                                                    

  1-=   1جـ           1=   2+   1جـ             1=   2+ جـ  1جـ          

 

العلاقة بٌن البعد ف)ن( والسرعة ع)ن( والتسارع ت)ن( فً التفاضل والتكامل :  ***  

بالتكامل                   بالتكامل                     

ف)ن(                       ع)ن(                       ت)ن(        

بالاشتقاق                   بالاشتقاق                   

 مثال )12( : بدأ جسم بالتحرك فً خط مستقٌم من نقطة الأصل ومبتعداً عنها، فإذا كانت سرعته فً

أي لحظة تُعطى بالعلاقة                                        ، فما بُعد الجسم عن نقطة                 

الأصل بعد ثانٌتٌن من بدء الحركة.                

 الحل :  

 

0جـ =             0( = 0وبما أن ف)  

            

اً متر                                             
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 مثال )13( : تحرك جسم من السكون من نقطة الأصل فً خط مستقٌم وبتسارع ت = 2ن + 1 سم /ث2 

ث 3( إزاحة الجسم من نقطة الأصل عند ن = 2         3( سرعة الجسم عند ن = 1جد:                   

 الحل : 1(  

 

0=  1جـ         0=  1+ جـ 0+  0           0( = 0بما أن الجسم تحرك من السكون          ع )       

سم / ث 12=  3+  9( = 3ع)                                                                

 

( الازاحة 2         

0=  2جـ        0=  2+ جـ 0+  0          0( = 0تحرك الجسم من نقطة الأصل          ف)              

سم           13.5      1                                                                                            
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 التجزئة ومجموع رٌمان :

 تعرٌف : إذا كانت ] أ ، ب [ فترة مغلقة ، وكانت                 } أ = س0 ، س1 ، س2 ،.... ، سن = ب{

، فإننا نسمً           تجزئة نونٌة  للفترة ] أ ، ب[  ن>.... > س 2> س 1> س 0حٌث س             

وتسمى الفترة                     الفترة الجزئٌة الرائٌة ، وطولها =               

طول الفترة الكلٌة = مجموع أطوال جمٌع الفترات الجزئٌة             

  بالرموز

 

 نلاحظ من التعرٌف ، أنه لأي تجزئة            لفترة ما ٌجب أن ٌكون :

( تبدأ التجزئة من بداٌة الفترة وتنتهً بنهاٌتها .2( الفترة مغلقة .          1  

( عناصر التجزئة مرتبة ترتٌباً تصاعدٌاً.3  

   ملاحظة : عدد الفترات الجزئٌة الناتجة عن التجزئة             ٌساوي ن ، 

  1وعدد عناصر التجزئة = ن +              

 مثال)1( : أي من الآتٌة ٌعتبر تجزئة للفترة ] -1 ، 3 [

{    تعتبر تجزئة  3،  2،  1.5،  1،  1-(             = } 1  

1-{  لٌست تجزئة لأنها لا تبدأ بـبداٌة الفترة  3،  2،  1.5،  1،  0(             = } 2  

لا تنتمً للفترة   4{   لٌست تجزئة لأن  4،  3،  2،  1،  1-= }            (3  

{   لٌست تجزئة لأن عناصرها لٌست مرتبة ترتٌباً تصاعدٌاً  3،  2،  0،  1،  1-= }    (         4  

 

 مثال )2( : أكتب 3 تجزئات خماسٌة للفترة ] 2 ، 7[

   الحل :            = } 2 ، 3 ، 4 ، 5 ، 6 ، 7 {  

                      { =2  ،2.5  ،4  ،4.5  ،6  ،7 }  

                      { =2  ،2.5  ،3  ،4.5  ،6  ،7 }  
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 مثال)3( :  إذا كانت            = } -1 ، 3 ، 4 ، 6  { تجزئة ثلاثٌة للفترة ] -1 ، 6 [ . أكتب جمٌع 

الفترات الجزئٌة الناتجة عن                ثم احسب طول كل منها .               

 الحل : الفترات الجزئٌة : ] -1 ، 3[ ، ] 3 ، 4 [ ، ] 4 ، 6[

2،           1،         4أطوالها على الترتٌب :            

4نلاحظ أن عدد عناصر التجزئة              =   

3عدد الفترات الجزئٌة =              

    = طول الفترة الكلٌة   7=  2+  1+  4مجموع أطوال الفترات الجزئٌة = 

 

 تعرٌف : تُسمى التجزئة            تجزئة نونٌة منتظمة للفترة ] أ ، ب [ ، إذا كانت أطوال جمٌع الفترات

الجزئٌة الناتجة عنها متساوٌة  ، وٌكون طول الفترة الجزئٌة = طول الفترة الكلٌة =            

              عدد الفترات الجزئٌة                                                                                   

 مثال )4( :  أكتب تجزئة خماسٌة منتظمة للفترة ] -2 ، 13 [

  الحل :  ن = 5    ،  أ = -2   ، ب = 13     

=              طول الفترة الجزئٌة   

                   { =-2  ،1  ،4  ،7  ،10  ،13        }  

 مثال)5( : إذا كانت             تجزئة منتظمة للفترة ] 5 ، ب [ وكان طول الفترة الجزئٌة =  

 جد قٌمة ب . 

 الحل : طول الفترة الجزئٌة =                                3) ب - 5( = 6          ب – 5 = 2

   7ب =                    

 لاٌجاد أي عنصر فً التجزئة المنتظمة  )         (  

= أ  0ٌكون العنصر الأول   س  

أ +  =  1العنصر الثانً  س        

الرائً العنصر       
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، ..... ، ن 3،  2،  1،  0وبشكل عام فإن                                                 حٌث ر =   

     وتكون الفترة الجزئٌة الرائٌة هً  

 مثال )6( : لتكن             تجزئة منتظمة للفترة ] -1 ، 19 [ ، جد كل مما ٌلً :

( الفترة الجزئٌة الخامسة3العنصر الثامن             (2          9،  س  2(  س1   

 الحل :   ن = 12     ،  أ = -1     ،   ب = 19

         1 )  

           

 

 

( العنصر الثامن =2          

( الفترة الجزئٌة الخامسة ه3ً          

 

 تعرٌف : إذا كان ق)س( اقتراناً معرفاً على الفترة ] أ ، ب [ ، وكانت            تجزئة نونٌة للفترة

 

  ] أ ، ب [ ، فإن المقدار               

            

مجموع رٌمان ، وٌرمز له بالرمز ٌسمى            

وإذا كانت التجزئة نونٌة منتظمة فإن :                        =                

 

 مثال )7( : أوجد مجموع رٌمان للاقتران                                        بالنسبة للتجزئة المنتظمة

  [ فً الحالتٌن :    6،  2-للفترة ]                          

(  باتخاذ 2باتخاذ                                 ( 1              
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 الحل : طول الفترة الجزئٌة  

                 { =-2  ،0  ،2  ،4  ،6  }  

[ 6،  4[ ، ]  4،  2[  ،  ]  2،  0[   ،  ]  0،  2-الفترات الجزئٌة : ]          

   

 

      1                                 )             

 

( (6( + ق)4( + ق)2( + ق)0) ق)2=                                                     

                                                   =2  (9  +17  +33  +57  )  

                                                   =2  (116  =  )232  

      

] 0 ، 2- [ :                                        )2       

 

                                                  [ :0  ،2 ]                 

      

                                                  [ :2  ،4 ]  

 

                                                  [ :4  ،6 ]                 

( ( 5( + ق)3( + ق)1( + ق)1-) ق)2                                                    

                                                =2  (8  +12  +24  +44  = )2  (88  = )176  

 مثال)8( : أكتب التجزئة المنتظمة الخماسٌة للفترة ] -1 ، 3 [

 الحل :  طول الفترة الجزئٌة =  

                    }                                    { =  

 مثال )9( : إذا كانت             تجزئة منتظمة للفترة ] -2 ، 3 [ ـ فأوجد الفترة الجزئٌة السادسة عشر 

الناتجة عن هذه التجزئة .                                             

 الحل : طول الفترة الجزئٌة  

[  16،  س  15الفترة الجزئٌة السادسة عشر هً ] س          
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 التكامل المحدود 

  تعرٌف : إذا كان الاقتران ق)س( معرفاً ومحدوداً فً الفترة ] أ ، ب [ ، وكانت 

لجمٌع قٌم                                                    

  الاقتران ق)س( قابلاً للتكامل فً الفترة ] أ ، ب [ ، وٌكون  : فإن           

.وتسمى أ ، ب حدود التكامل ،                                               

 

 ملاحظة :  ٌكون الاقتران ق)س( محدوداً، إذا وجد عددان حقٌقٌان م ، ن حٌث  

.   مجال الاقتران                                 

 مثال ) 1( : استخدم تعرٌف التكامل المحدود لإٌجاد 

 الحل : لتكن               تجزئة نونٌة منتظمة على الفترة ] 0 ، 2 [ 

  

 

           

 

 

 

الحد السفلً ( –لاحظ أن                                            = قٌمة الثابت ) الحد العلوي   

 

 قابلٌة الاقتران ق)س( للتكامل فً الفترة ] أ ، ب [:

  نظرٌة )1(  : إذا كان ق)س( اقتراناً متصلاً على الفترة ] أ ، ب [ فإنه ٌكون قابلاً للتكامل

فً الفترة ] أ ، ب [ .                   
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 مثال)2( : هل الاقتران                                   قابلاً للتكامل على الفترة ] -1 ، 4 [ ؟ ولماذا ؟

 الحل : ق)س( كثٌر حدود                ق)س( متل على ح               ق )س( متصل على ] -1 ، 4 [ 

.[  4،  1-قابلاً للتكامل على الفترة ]                          

 نظرٌة )2( : إذا كان الاقتران ق)س( قابلاً للتكامل فً الفترة ] أ ، ب [ ، وكان الاقتران 

هـ )س( = ق)س( لجمٌع قٌم                         ما عدا عند مجموعة منتهٌة                  

من قٌم س فً الفترة ، فإن هـ )س( قابلاً للتكامل فً الفترة ] أ ، ب [                 

وبكون                  

 

 مثال )3( : ابحث فً قابلٌة تكامل الاقتران                               فً الفترة ] 4 ، 6 [ 

 الحل :  نعٌد تعرٌف                = }     

 

[                قابلاً للتكامل لأنه متصل . 6،  4، فً الفترة ]   2هـ ) س ( =  نفرض أن  

، فإن  6[ ما عدا س =  6،  4وبما أن هـ ) س ( = ق)س( لجمٌع قٌم س فً الفترة ]   

[ . 6،  4الاقتران                               قابلاً للتكامل على الفترة ]   

 

 قاعدة ) 1 ( : 

  

 قاعدة ) 2 ( : إذا كان الاقتران                           معرفاً على الفترة ] أ ، ب [ ،   

: فإن                                                   
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 مثال ) 4 ( : جد قٌمة كل من التكاملات الآتٌة : 

   أ (    

 

   ب(   

 

ج (     

 

 

 

د (     

 

هـ (     

 

و (       

 

 

 

 مثال )5 ( :  جد قٌمة الثابت ) ب ( إذا كان      

 الحل :                                          

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

    



181 
 

 خصائص التكامل المحدود :

اقترانٌن قابلٌن للتكامل على ] أ ، ب [ ، فإن :إذا كان ق)س( ، هـ )س(   

1  )  

 

 

2)  

 

3)  

 

4  )   

 

 مثال )6( : جد  

 

 الحل :  

 

 خاصٌة الإضافة : إذا كان أ ، ب ، جـ أي ثلاثة أعداد تنتمً لفترة معرف علٌها الاقتران ق)س( ، فإن :

 

 

 

 مثال )7( : أوجد   

 

 الحل : نعٌد تعرٌف  | س – 2 |              ++++++++  -------------- 

                                                5                 2                0  
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| = }  5 –| س   

     

 

 

 

 

 

 

 

 نظرٌة: إذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل فً الفترة ] أ ، ب [ ، وكان  

:   فإن          

 

 مثال ) 8 ( : بدون حساب التكامل أثبت أن :  

 

 الحل : نبحث فً إشارة                        فً الفترة ] 0 ، 5 [

 

  ---------------++++++++++                                            س :      3البسط :       

                                                                    5                      0  

:                                                         ++++++++++++++++++++    المقام      

                                                                     5                     0  

                           ++++++++++                                             :----------------    

                                                                    5                     0  
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 خاصٌة المقارنة : إذا كان ق)س( ، هـ )س( اقترانٌن قابلٌن للتكامل فً الفترة ] أ ، ب [ ، وكان

:                                          فإن،                                                                    

 

 مثال )9( :  بدون إجراء عملٌة التكامل ، أثبت أن :

 

 

 الحل : نفرض أن  

 

1-،  3س =               0( =  1( ) س +  3 –) س                 نبحث فً اشارة ق)س(          

                        ++++++++-----------------------  +++++++  

                                      3       2       1         -1     

[ 2،  1]  فً الفترة                                              

[ 2،  1فً الفترة ]                                                                           

[ 2،  1فً الفترة ]                                                                          

 

 

 

 مثال )10( : إذا  كان                                   ، وكان 

                

   جد                  

 

 الحل : 
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 مثال )11( : إذا كان                                                       ، وكان  

 

فما قٌمة                      

 

 الحل :   

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    

  

    

    

    

    


