
 التقعر ونقطة الانعطاف:

 بالرجوع للشكل المجاور الذي ٌمثل منحنى  

الاقتران متزاٌد على ح*   

  0بعد س =  ، ٌختلف عن اتجاه تقوس المنحنى 0اتجاه تقوس المنحنى قبل س = * 

المنحنى ٌقع  0< ، المنحنى ٌقع تحت جمٌع مماساته ، وعندما س   0) عندما س >      

فوق جمٌع مماساته(        

ٌُقال لمنحنى الاقتران ق)س( أنه مقعر للأعلى فً فترة من مجاله، إذا كان دائما    تعرٌف : 

فوق جمٌع مماساته فً هذه الفترة .            

وأنه مقعر للأسفل ، إذا كان دائما  تحت جمٌع مماساته فً هذه الفترة .           

 نظرٌة: )اختبار التقعر باستخدام المشتقة الثانٌة( 

 إذا كان ق)س( اقترانا  متصلا  على ]أ ، ب[ ، وكانت                   ،                    معرفٌن على 

، فإنه :                   

( إذا كانت                           لجمٌع قٌم                          فان ق)س( ٌكون مقعرا  للأعلى 1  

فً الفترة ] أ ، ب[      

( إذا كانت                         لجمٌع قٌم                         فان ق)س( ٌكون مقعرا  للأسفل 2   

فً الفترة ] أ ، ب[       

 

 مثال)1( : إذا كان                                                        ، عٌن الفترات التً ٌكون فٌها منحنى 

الاقتران ق)س( مقعرا  للأعلى ، والفترات التً ٌكون فٌها منحنى ق)س( مقعرا  للأسفل              

 الحل :   

 

2-س =             12-س = 6            0=  12س + 6                            نبحث فً اشارة      

  

    

  

    

    

  

  

  

  



تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

إشارة     ----------------------------+++++++++++++++++          

                                         -2  

ق)س( مقعر للأسفل فً الفترة               2- عندما  س >                     

ق)س( مقعر للأعلى فً الفترة               2-عندما  س <                      

( التً ٌغٌر عندها منحنى الاقتران اتجاه تقعره 15،  2-(( = )  2-، ق)  2-)  النقطة           

تسمى نقطة انعطاف لمنحنى ق)س( .          

 

 تعرٌف :  ) نقطة الانعطاف (

 لٌكن ق)س( اقترانا  متصلا  عند س = جـ ، تسمى النقطة ) جـ ، ق) جـ (( نقطة انعطاف لمنحنى الاقتران 

 إذا غٌر منحنى الاقتران ق)س( اتجاه تقعره عند النقطة جـ من أعلى الى أسفل أو بالعكس. 

 

 ملاحظة : عند نقطة الانعطاف ) جـ ، ق) جـ (( تكون                           أو غٌر موجودة ، إلا أنه 

جود نقطة الانعطاف لولٌس شرطا  كافٌا       

  :   مثال

( لٌست نقطة انعطاف لمنحنى ق)س( لأنه مقعر للأعلى  0،  0(( = )0، ق) 0رط لكن النقطة )تحقق الش

 دائما.

 

 

 

 مثال)2( : ٌمثل المنحنى التالً منحنى                    للاقتران ق)س( المتصل على الفترة ] -3 ، 4 [ 

   عٌن مجالات التقعر للأعلى وللأسفل لمنحنى ق)س( ( 1

3-                 4                                 ( عٌن نقطة/ نقط الانعطاف )إن وجدت(2  

  

    

    

  

        

  



ٌوضح إشارة                   :الحل :  بما أن الشكل   

[ 0،  3-*                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة ]   

[ 4،  0منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة ]   *                       على الفترة                         

وٌغٌر المنحنى اتجاه تقعره  0(( هً نقطة الانعطاف لأن ق)س( متصل عند س = 0، ق) 0* النقطة ) 

 عندها .

 

 مثال)3( : إذا كان                                                  ، أوجد :

(  فترات التقعر للأعلى و للأسفل لمنحنى ق)س( 1   

( نقطة / نقط الانعطاف ) إن وجدت(2   

 الحل :  

     

لا يوجد                                                                            

0س =                                           0غير موجودة عندما المقام =                            

          

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

       إشارة    ----------------------------+++++++++++++++++        

                                         0  

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

لأنه لٌس معرفا عندها   0ولكن ق)س( غٌر متصل عند س =  0*   الاقتران ٌغٌر تقعره عند س =   

نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(  لا توجد                 

 

 

  

    

    

  

  

  
    

    

  

  

      



 مثال)4( : إذا كان                                                                   ، أوجد :

( نقطة / نقط الانعطاف ) إن وجدت( 2(  فترات التقعر للأعلى و للأسفل لمنحنى ق)س(    1   

 الحل:  

   

     

                                                                                    

                                                              2، س =  0س =                      

          

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

       إشارة     --------------------++++++++++   -------------------      

                            2                    0  

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

وكذلك على الفترة                       منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة                             

( نقطة انعطاف لمنحنى ق)س( 0،  0(( = ) 0، ق) 0*  النقطة )   

( نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(16،  2(( = ) 2، ق) 2النقطة )      

 

 مثال)5( : إذا كان                                                                   ، أوجد :

( نقطة / نقط الانعطاف ) إن وجدت( 2(  فترات التقعر للأعلى و للأسفل لمنحنى ق)س(    1   

 الحل:  

   

    

  الاول والثانً وسالب فً الربع الثالث والرابع(اقتران الجٌب موجب فً الربع ) 

  

  

  

  

  

  

      

  

  

    

    

  

  

  

      



          

تقعر منحنى ق)س(                                                                                    

       ++++++++++       إشارة -------------------                              

                                                                           0  

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

بما أن الاقتران متصل عند                       وٌغٌر اتجاه تقعره فً جوارها          

نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(                                             النقطة     

 

 مثال )6(  :  اذا كان

( حدد فترات ) مجالات ( التزاٌد والتناقص 2(  جد النقط الحرجة         1     

( عٌن مجالات التقعر 4( حدد القٌم القصوى )العظمى والصغرى(     3     

( جد نقطة/ نقط الانعطاف )إن وجدت(5     

 الحل :   

 

 

 

  5،  5-غٌر موجودة عند الأطراف             س =                       

((3-، ق) 3-(( ، ) 4، ق) 4(( ، ) 5، ق) 5(( ، ) 5-، ق)5-( النقط الحرجة : )1  

                                      :،                     ،                   ،  

2)  

إشارة                       ++++++++++------------------------------- ++++++++++++  

     5                     4                                   -3                      -5  

  

  
  

  
    

  

    

  

  

  

  

      

    

    

  

        

  



   [ 5،  4[  ، ]  3-،  5-ق متزاٌد على الفترة  ] 

[      4،  3-ق متناقص على الفترة ]   

( = 3-وقٌمتها ق)  3-( ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم عظمى  محلٌة ومطلقة  عند س = 3  

  ( =5وقٌمتها ق)  5ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم عظمى  محلٌة  عند س =     

( = 4وقٌمتها ق)  4= ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم صغرى  محلٌة ومطلقة  عند س      

( = 5-وقٌمتها ق)  5-ٌوجد للاقتران ق)س( قٌم صغرى  محلٌة  عند س =      

 

4)   

    

 

 

إشارة      ---------------------------------------+++++++++++++++++             

     5                                                                                    -5  

                                                                           

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

بما أن الاقتران متصل عند                       وٌغٌر اتجاه تقعره فً جوارها          

  (سنقطة انعطاف لمنحنى ق)                                             النقطة   

 

 مثال )7(  : استخدم الشكل التالً الذي ٌمثل منحنى                    لإٌجاد ما ٌلً : 

. نقط حرجة للاقتران ق)س(س التً ٌوجد عندها  ( قٌم1  

( مجالات التزاٌد والتناقص للاقتران ق)س(.           2  

3-                          3( نقط القٌم القصوى للاقتران ق)س(.                                      3  

  

  

  

  

  

        

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

-4  



لأعلى وللأسفل لمنحنى ق)س( .    ( مجالات التقعر ل4  

( نقطة/ نقط الانعطاف للاقتران ق)س(.5  

 الحل : 1(                          عند س = -3 ، 3    )      نقط حرجة   (

        2)   

++++++++++    إشارة   ---------------------------+++++++++                             

                                            3                              -3  

  متزاٌد على الفترة                            ،  ق)س(

 ق)س( متناقص على الفترة

 

((3-،ق)3-( ، نقطة قٌمة عظمى )3-وقٌمتها ق)  3-( للاقتران ق)س( قٌمة عظمى محلٌة عند س = 3  

((3،ق)3( ، نقطة قٌمة صغرى )3وقٌمتها ق)  3للاقتران ق)س( قٌمة صغرى محلٌة عند س =      

(                        متزاٌد على الفترة   4  

متناقص على الفترة                                 

 

 

إشارة     ---------------------------------+++++++++++++++++                   

                                                   0  

                                                                   

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأعلى على الفترة 

 *                       على الفترة                         منحنى ق)س( مقعر للأسفل على الفترة 

بما أن الاقتران متصل عند                       وٌغٌر اتجاه تقعره فً جوارها          

نقطة انعطاف لمنحنى ق)س(                     النقطة     

  

  
  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  
  

  

      

  


